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کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار هفتمین فارس مقالات مجموعه شامل کتاب این
و علم ویرایش و اصالت مطالب، صحت مسئول محترم نویسندگان که است بدیه است. آن

ندارند. موارد این در مسئولیت سمینار اجرایی و علم های کمیته و بوده خود مقالات ادبی

آن کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار هفتمین فارس مقالات مجموعه عنوان:
احمدی ریحانه خانم و نوقابی جباری هادی دکتر تنظیم:

نوقابی جباری هادی دکتر و امین محمد دکتر ویراستار:
برزادران محتشم حسینعل دکتر جلد: طراح

۱۴۰۲ اسفندماه انتشار: تاریخ



مقدمه
اە  دانش در مفصل»، نظریه » سالانه دو پژوهش ، آموزش کارگاە های سلسله برگزاری ادامه در
بر تأکید با ،(۱۳۹۵) یزد اه دانش ،(۱۳۹۳) کرمان اه دانش ،(۱۳۹۱ ،۱۳۸۸) مشهد فردوس
تحلیل و اعتماد قابلیت  ، مال و بیمه کشاورزی، ، مهندس علوم در مفصل نظریه کاربردهای
و اعتماد قابلیت ترتیبی، های داده علم قطب های برنامه ذیل که و...، اقتصاد ، پزش بقا،
این تا گردید مقرر قطب اعضای مساعد نظر و کارگاه علم کمیته پیشنهاد به م باشد، وابستگ
علم قطب حمایت با روزه دو سمینار این گردد. برگزار دوسالانه سمینارهای صورت به کارگاه

اسلام، جهان استنادی اه پای و اطلاع رسان مرکز ، وابستگ و اعتماد قابلیت ترتیبی، دادە های
برای مناسب انات ام نمودن فراهم هدف با مال و بیمه انجمن و ایران، آمار انجمن اری هم
کارشناسان و تکمیل تحصیلات دانشجویان ، علم هیأت اعضای پژوهش های اطلاعات تبادل
صورت به ۱۴۰۱ ماه بهمن ۲۰ و ۱۹ پنجشنبه و چهارشنبه روزهای سمینار، محورهای در کاربران و
برگزاری مختلف کمیتە های تلاش که امیدواریم م شود. برگزار مشهد فردوس اه دانش در مجازی

نماید. فراهم را گرام کنندگاه شرکت و میهمانان خاطر رضایت بتواند سمینار
علم کمیته اعضای توسط شده دریافت مقالات سمینار، فراخوان از پس که است ذکر به لازم

پذیرش مورد شفاه ارائه صورت به مقاله ۳۰ نهایت در و ارزیابی مورد سمینار داوران کمیته و
علم هیئت اعضای از نفر ۴۰ سمینار این کنندگان شرکت که است ذکر به لازم گرفت. قرار

از دانیم م لازم پایان در هستند. کشور معتبر اە های دانش تکمیل تحصیلات دانشجویان و
باشیم. داشته را زاری سپاس و ر تش نهایت سمینار داوران کمیته و اجرایی ، علم کمیتە های
ده دانش و مشهد فردوس اه دانش پژوهش معاونت حوزه از را خود قدردان مراتب همچنین
اعتماد قابلیت ترتیبی، های داده علم قطب ، ریاض علوم ده دانش محترم ریاست ، ریاض علوم
اران هم و مال و بیمه انجمن آمارایران، انجمن اسلام، جهان علوم استنادی اه پای ، وابستگ و

نماییم. اعلام مشهد فردوس اه دانش آمار بخش
داریم. را سمینار این در محترم کنندگان شرکت تمام توفیق آرزوی منان خداوند از

همایش) (دبیر امین محمد
۱۴۰۱ ماه بهمن



سمینار محورهای

مفصل تابع ساخت روش های ●

وابستگ مفاهیم و مفصل توابع ●

مفصل تابع از استفاده با مدل سازی ●

مفصل اساس بر آماری استنباط ●

اعتماد، قابلیت بقا، دادە های تحلیل فضایی، دادە های تحلیل در مفصل تابع کاربرد های ●
زمینە ها سایر و اقتصاد، بیمه، کشاورزی، ، پزش هیدرولوژی، ، هواشناس ، مهندس

الفبا): حروف ترتیب (به افتخاری علم مشاورین اعضای

مشهد فردوس اه دانش ، امین محمد دکتر ●

مشهد فردوس اه دانش نیا، بزرگ ابوالقاسم دکتر ●

اهواز چمران شهید اه دانش پرهام، غلامعل دکتر ●

(س) الزهرا اه دانش شمس، صدیقه دکتر ●

مشهد فردوس اه دانش ، عابدهدتن قوشه دکتر ●

اصفهان اه دانش ساز، علامت حسین محمد دکتر ●

مشهد فردوس اه دانش برزادران، محتشم غلامرضا دکتر ●

مدرس تربیت اه دانش درودی، محمدزاده محسن دکتر ●

الفبا): حروف ترتیب (به علم کمیته اعضای

شاپور جندی پزش علوم اه دانش ، انگال احمدی کامبیز دکتر ●

همایش) (دبیر مشهد فردوس اه دانش ، امین محمد دکتر ●



بهشت شهید اه دانش پاینده، امیرتیمور دکتر ●

مشهد فردوس اه دانش نوقابی، جباری هادی دکتر ●

مشهد فردوس اه دانش ، دولت عل دکتر ●

کرمان باهنر شهید اه دانش ، کرمان ذونعمت محمد دکتر ●

مشهد فردوس اه دانش رزمخواه، مصطف دکتر ●

بیرجند اه دانش ، رمضان یوسف دکتر ●

کرمان باهنر شهید اه دانش ، شیخ ایوب دکتر ●

مشهد شناس اقلیم ده پژوهش ، کوه منصوره دکتر ●

یزد اه دانش ، میرحسین سیدمحسن دکتر ●

بیرجند اه دانش ، ثان نیل حمیدرضا دکتر ●

الفبا): حروف ترتیب (به کننده برگزار کمیته اعضای

مشهد فردوس اه دانش احمدی، جعفر دکتر ●

ایرانشهر ولایت اه دانش ، اصفهان مجتبی دکتر ●

همایش) (دبیر مشهد فردوس اه دانش ، امین محمد دکتر ●

اجرایی) کمیته (دبیر مشهد فردوس اه دانش نوقابی، جباری  هادی دکتر ●

مشهد فردوس اه دانش ، دولت عل دکتر ●

رفسنجان ( (ع عصر ول اه دانش زرگر، منصور دکتر ●

مشهد فردوس اه دانش برزادران، محتشم حسینعل دکتر ●

زابل اه دانش محمدی، مرتض دکتر ●



سمینار: اجرایی کادر
امور (مسئول احمدی سیدحسن گروه)، دفتر (کارشناس باقدان مهری رایانه)، (امور احمدئ رضا
نیا رحمان محدثه (دانشجو)، ذاکری ریحانه (دانشجو)، احمدی ریحانه ، ده) دانش عموم

(خدمات) رنجبر فاطمه (دانشجو)،

سمینار حامیان
خستگ ناپذیر تلاش های بر علاوه آن، کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار هفتمین برگزاری
اه دانش مسئولان بی دریغ حمایت های و پشتیبان مرهون اجرایی، و علم کمیتە های اعضای
از سمینار برگزاری کمیته است. خصوص و دولت سازمان های از تعدادی و مشهد فردوس
کردە اند، اعلام سمینار برگزاری از را خود حمایت که صفحه این در شده فهرست سازمان های

م کند. قدردان
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مبنا مفصل احتمالات استلزام های برای مقدم دو تفکی قانون
۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ع. ، دولت ا.، خوش بخت، معدن



دومتغیره مفصل های تعمیم برای جدیدی روش

۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ع. دست برآورده، م.، ، میرحسین
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۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ف. ، برازجان ک.، ، انگال احمدی م.ر.، آخوند، م.ص.، لؤلؤ،



عامل مفصل توابع از استفاده با بقا و طول دادە های توام مدل سازی

۱ م.ر آخوند،

اهواز چمران شهید اه دانش کامپیوتر، و ریاض علوم ده دانش آمار، گروه ۱

یده چ

جلب خود به چندمتغیره دادە های مدل سازی برای را محققان توجه اخیر سال های در که روش هایی جمله از

چندمتغیره پاس های مدل سازی برای را رگرسیون مدل داریم قصد مقاله این در م باشد. مفصل تابع است کرده

شامل که هستند واین جفت مفصل های ، عامل مفصل  مدل های کنیم. معرف عامل مفصل های استفاده با آمیخته

وجود متغیرها میان نامتقارن و خط غیر ، دم وابستگ که م دهند اجازه بنابراین و م باشند پنهان متغیرهای

و گسسته پاس های از آمیختە ای بە صورت و بوده چندمتغیره پاس متغیر که م شود فرض مقاله این در باشد. داشته

داشته نیز بقا پاس متغیر ی که م شود فرض پیوسته و گسسته آمیخته پاس های بر علاوه همچنین باشد. پیوسته

طول توام مدل که حالت برای کل حالت در مدل معرف از پس دارد. وجود آن در سانسور وقوع ان ام که باشیم

م دهیم. قرار بررس مورد را مورد مدل کارایی و انجام شبیە سازی باشیم داشته بقا و گسسته

آمیخته پاس های بقا، تحلیل توام، سازی مدل ، عامل مفصل کلیدی: کلمات

1Mr.Akhoond@scu.ac.ir
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م.ر. ۱۰آخوند،

پیش گفتار ۱

دادە های از آمیختە ای که هستند دادە هایی جم آوری مستلزم مختلف علوم مطالعات از بسیاری
متغیرهای تحلیل و تجزیه دادە هایی چنین مدل سازی برای روش سادە ترین هستند. پیوسته و گسسته
کنیم. ترکیب هم با را نتایج از مجموعه دو سپس و است جداگانه صورت به پیوسته و گسسته
زیرا ندارد، بخش رضایت نتایج و م باشد اطلاعات برخ دادن دست از شامل شده روش ذکر
پیشنهادات اولین از م گیرد. نادیده را دارد وجود آمیخته متغیرهای بین که ارتباط هرگونه
رد روی دو روش این است. فاکتورگیری روش آمیخته چندمتغیره دادە های مدل سازی برای
حاشیە ای توزیع های اول رد روی در م کند: پیشنهاد آمیخته پاس های با توام توزیع های برای
نظر در گسسته پاس های شرط به پیوسته پاس های برای شرط توزیع و گسسته پاس های برای
برای شرط توزیع و پیوسته پاس های برای حاشیە  ای توزیع دوم، رد روی در و م شوند گرفته
آمیخته دادە های در اول حالت م شود. گرفته نظر در پیوسته پاس های شرط به گسسته پاس های
برای را چندمتغیره نرمال توزیع مدل این است. کرده جذب خود به تحقیقات در زیادی توجه
حاشیە ای چندجملە ای توزیع ی و م کند فرض گسسته پاس های شرط به پیوسته پاس های
کاکس مطالعات از عبارت اند دوم رد روی از نمونە هایی م کند. فرض گسسته پاس های برای
پیوسته متغیرهای برای را پروبیت یا لجستی شرط توزیع روش این در که (۱۹۹۲) ورموت و
عرضه پیوسته پاس برای چندمتغیره نرمال حاشیە ای توزیع ی و پیوسته پاس شرط به باینری
به باشند آمیخته چندمتغیره پاس های وقت که، است این فاکتورسازی روش ایرادات از م  کنند.
متفاوت تفسیرهای استفاده مورد تجزیه به توجه با پارامترها چون هم چنین نم یابند، توسعه راحت

اران هم و جفا و اران(۲۰۰۷) هم و فیس نیستند. قیاس قابل آمده بە دست مدل های دارند،
درستنمایی تابع ی و ارائه چندمتغیره چارچوب ی در را اثرتصادف با مدل هایی (۲۰۱۶)
یل تش تصادف اثرات برای توام توزیع ی کردن مشخص با پاس متغیرهای تمام برای کل
و پاس ها حاشیە ای توزیع نظر گرفتن در بدون را آنها زیرام توان جذاب اند مدل ها این دادند.
متغیرهای تعداد افزایش با زیاد ابعاد با انتگرال هایی اما گرفت. کار به دادە ها بودن ن هم
است. مفصل از استفاده چندمتغیره دادە های مدل سازی برای ر دی روش م  کنند. ایجاد پاس

۱۰



آن کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار ۱۱هفتمین

پیوند متغیره تک حاشیە ای توزیع تابع به را چندمتغیره توزیع های که هستند توابع مفصل توابع
کاربرد بالا ابعاد با تحلیل و تجزیه ویژه به چندمتغیره توزیع های مدل سازی در مفصل ها م دهند.
از پاس ها که زمان چندمتغیره دادە های مدل سازی هنگام در (۲۰۰۶ نلسن (جو۱۹۹۷؛ دارند.
مدل سازی گسسته دادە های از برخ ماهیت به باتوجه است. پیچیدە تر موضوع هستند آمیخته نوع
است بسته آن ها فرم که مفصل تابع های برای حالت این در م شود. دشوار آمیخته دادە های برای
محاسبه گسسته حاشیە های برای مفصل تابع از متناه تفاوت گرفتن با م تواند احتمال جرم تابع

شود.

توابع از (۲۰۱۶) ا کورووی و و زیل و (۲۰۱۵) اران هم و استوبر ،(۲۰۱۲) خالد و اسمیت
واین جفت مفصل توابع کردند. استفاده آمیخته دادە های سازی مدل برای واین جفت مفصل
و پاناجیتلیس که ه همانطوری هستند، متغیره چند نرمال مفصل توابع به نسبت مزیت دو دارای
صورت به توام توزیع تابع محاسبات پیچیدگ مزیت اولین کردە اند. تاکیده (۲۰۱۷) اران هم
صورت به محاسبات پیچیدگ چندمتغیره نرمال توزیع در ه حالی در کند م تغییر ⅾ از توان
از بالایی انعطاف پذیری واین جفت مفصل توابع اینکه دوم م یابد. افزایش ⅾ مرتبه از نمایی
تقارن عدم خواص یا جفت وابستگ های با دومتغیره پارامتری مفصل توابع تخصیص طریق
توابع تمام اگر هستند، چندمتغیره نرمال مفصل توابع خاص حالت دارای آنها دارند. متفاوت

شوند. گرفته نظر در دومتغیره نرمال توزیع دومتغیره مفصل

آن در که چندمتغیره دادە های مدل سازی برای را جدید مدل ی (۲۰۱۹) اران هم و ژانگ
کارگرفتند. به را هستند پیوسته پاس متغیرهای از ر دی برخ و گسسته پاس متغیرهای برخ
کردند. استفاده واین جفت مفصل توابع از چندمتغیرە ای دادە های چنین مدل سازی برای آنها
زیر از است. شده ساخته دومتغیره مفصل های از که است چندمتغیره مفصل ی جفت مفصل

کرد. اشاره R⁃واین و D⁃واین به م توان آن کلاس های
پیشنهاد مفصل تابع از استفاده با چندمتغیره دادە های مدل سازی برای اخیرا که روش هایی جمله از
هستند جفت مفصل مدل های ، عامل مفصل های م باشد. عامل مفصل از استفاده است شده
تخصیص در آنها بنابراین هستند. پنهان متغیرهای هم و شده مشاهده متغیرهای هم شامل که
انعطاف پذیر بسیار تقارن عدم خاصیت یا دم وابستگ های با دومتغیره پارامتری مفصل توابع

۱۱



م.ر. ۱۲آخوند،

جفت مفصل توابع به نسبت بهتری برازش دارای و تفسیرتر قابل عامل مفصل مدل های م باشند.
به متعلق پایین ابعاد با حاشیە های یعن هستند   بسته حاشیە ها تحت آنها اینکه بعلاوه هستند. واین
شده مشاهده متغیرهای از متفاوت شت جای ی و هستند مشابه مفصل توابع پارامتری خانواده

ی که پنهان، متغیر بدون واین جفت مفصل توابع در حالت این است. سان ی توزیع دارای
کمپوس نم دهد. رخ شود متفاوت توزیع به منجر م تواند شده مشاهده متغیرهای از شت جای
استفاده عامل مفصل توابع از خوشە ای بقای دادە های سازی مدل برای (۲۰۲۱) اران هم و
آمیخته دادە های مدل سازی برای عامل مفصل توابع از (۲۰۲۰) ولوپولوس نی و کادهم کردند.
حالت برای عامل مفصل گسترش به داریم قصد مقاله این در کردند. استفاده گسسته و پیوسته

بپردازیم. باشند بقا و گسسته پیوسته، پاس های از آمیختە ای پاس متغیرهای که

آمیخته متغیرهای برای عامل مفصل مدل ۲

عامل مفصل ۱ .۲

صورت به YYY = (Y۱, Y۲, ..., Yd) پاس متغیرهای که م شود فرض p⁃عامل مفصل مدل ی در
ی مفصل حالت در م باشند. ر دی ی از مستقل V۱, V۲, ..., Vp پنهان متغیر p شرط به شرط

استاندارد نواخت ی توزیع دارای م شود فرض که باشد پنهان متغیر ی V۱ کنید فرض ، عامل
P (V۱ ≤ که گونە  ای به دارد وجود CV۱,j متغیره دو مفصل تابع ی لار اس قضیه اساس بر باشد.
بر است. Yj تجمع توزیع تابع Fj و ۰ ≤ v۱ ≤ ۱ آن در که v۱, Yj ≤ yj) = Cv۱,j(v۱, FYj

(yj))

داریم: اساس همین

FYj |V۱(y|v) = P (Yj ≤ y|V۱ = v) = Cj|V۱(Fj(y), v) =
∂CV۱,j(v, Fj(y))

∂v
(۱)

YYY شده مشاده مقادیر yyy = (y۱, y۲, ..., yd) و باشد Cj|V۱(Fj(y)|v) =
∂CV۱,j(v,Fj(y))

∂v
اینکه فرض با

زیر صورت به عامل ی مفصل حالت در دادە ها برای شده مشاهده احتمال ال چ تابع باشند
م آید: بدست

fYYY (yyy) =

∫ ۱

۰

d∏
j=۱

fj|V۱(yj|v)dv (۲)

۱۲



آن کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار ۱۳هفتمین

که

fj|V۱(y|v) =


Cj|V۱ (Fj(y)|v)− Cj|V۱ (Fj(y − ۱)|v) باشد گسسته Yj اگر

cV۱,j (v, Fj(y)) fj(y) باشد پیوسته Yj اگر

مفصل ال چ cV۱,j و V۱ = v شرط Yj به = y ال چ Cj|V۱ (Fj(y)|v) − Cj|V۱ (Fj(y − ۱)|v)

است. Yj حاشیە ای ال چ fj و است Yj و V۱ دومتغیره
مسئله کلیت دادن دست از بدون که یرید ب نظر در را V۲ و V۱ پنهان دومتغیر ،ِِِ دوعامل حالت در
مفصل مدل همانند CV۱,j کنید فرض م باشند. U(۰۱) نواخت ی توزیع دارای و مستقل صورت به

باشد: زیر صورت به متغیره دو مفصل CV۲,j کنید فرض و باشد عامل ی

P (V۲ ≤ v۲, Yj ≤ y|V۱ = v۱) = CV۲,j

(
v۲, Fj|V۱ (y|v۱)

)
۰ ≤ v۱, v۲ ≤ ۱ برای آنگاه م آید. بدست ۱ معادله بوسیله Fj|V۱ که

P (Yj ≤ y|V۱ = v۱, V۲ = v۲) =
∂

∂v۲
P (V۲ ≤ v۲, Yj ≤ y | V۱ = v۱)

=
∂

∂v۲
CV۲j

(
v۲, Fj|V۱ (y|v۱)

)
= Cj|V۲

(
Fj|V۱ (y|v۱) |v۲

)
م آید: بدست زیر صورت به دوعامل مفصل مدل حالت در دادە ها شده مشاهده ال چ

fYYY (yyy) =

∫ ۱

۰

∫ ۱

۰

d∏
j=۱

fV۲,j|V۱ (v۲, yj|v۱) dv۱dv۲ (۳)

که

fV۲,j|V۱ (v۲, y|v۱) =


Cj|V۲

(
Fj|V۱ (y|v۱) |v۲

)
− Cj|V۲

(
Fj|V۱ (y − ۱|v۱) |v۲

) باشد گسسته Yj اگر

cj,V۲;V۱

(
Fj|V۱ (y|v۱) , v۲

)
cV۱,j (v۱, Fj(y)) fj(y) باشد پیوسته Yj اگر

CV۲,j و م کند متصل V۱ پنهان متغیر اولین به را پاس متغیر امین j ،CV۱,j که است ذکر به لازم
عامل مفصل مدل در م کند. ایجاد پیوند V۱ شرط به دوم پنهان متغیر و پاس متغیر j⁃امین بین

وجود CV۱,j, CV۲,j مفصل توابع یا Fj حاشیە ای توزیع توابع انتخاب در محدودیت هیچ شده معرف
ندارد.

۱۳



م.ر. ۱۴آخوند،

آمیخته متغیره چند طول و بقا دادە های توام مدل سازی ۲ .۲

باشد YYY i = (Y
(۱)
i ,YYY

(۲)
i ,YYY

(۳)
i ) شامل YYY i, i = ۱,۲, ..., n ام، i فرد برای پاس متغیر بردار کنید فرض

در و دارد وجود آن برای راست از سانسور وقوع ان ام که است بقا پاس متغیر Y
(۱)
i آن در که

قرار δi = ۰ باشد شده سانسور که حالت در و δi = ۱ نشانگر متغیر باشد نشده سانسور که صورت
j = ۱,۲, ..., J۱ زمان های در شده اندازە گیری پیوسته طول پاس متغیر بردار YYY (۲)

i م شود. داده
اندازە گیری k = ۱,۲, ..., J۲ زمان های در که باشد گسسته طول پاس متغیر YYY

(۳)
i همچنین است.

تابع در ام i فرد سهم باشد، نشده سانسور ام i مشاهده که صورت در حالت این در است. شده
نوشت: زیر صورت به توان م را درستنمایی

c
V۱,Y

(۱)
i

(
v, F (y

(۱)
i )
)
f(y

(۱)
i )

J۱∏
j=۱

[
cV۱,j

(
v, Fj(y

(۲)
ij )
)
fj(y

(۲)
ij )
]

(۴)

J۲∏
k=۱

[
C

Y
(۳)
k |V۱

(
Fj(y

(۳)
ik )|v

)
− C

Y
(۳)
k |V۱

(
Fj(y

(۳)
ik − ۱)|v

)]
به م توان را درستنمایی تابع در ام i فرد نقش باشد، شده سانسور ام i مشاهده که صورت در و

نوشت: زیر صورت

C
Y

(۱)
i |V۱

(
v, S(y

(۱)
i )
) J۱∏

j=۱

[
cV۱,j

(
v, Fj(y

(۲)
ij )
)
fj(y

(۲)
ij )
]

(۵)

J۲∏
k=۱

[
C

Y
(۳)
k |V۱

(
Fj(y

(۳)
ik )|v

)
− C

Y
(۳)
k |V۱

(
Fj(y

(۳)
ik − ۱)|v

)]
است: محاسبه قابل زیر صورت به نمونه کل برای درستنمایی تابع نتیجه در

L
(
y(۱), yyy(۲), yyy(۳)

)
=

n∏
i=۱

(
c
V۱,Y

(۱)
i

(
v, F (y

(۱)
i )
)
f(y

(۱)
i )

J۱∏
j=۱

[
cV۱,j

(
v, Fj(y

(۲)
ij )
)
fj(y

(۲)
ij )
]

(۶)

J۲∏
k=۱

[
C

Y
(۳)
k |V۱

(
Fk(y

(۳)
ik )|v

)
− C

Y
(۳)
k |V۱

(
Fk(y

(۳)
ik − ۱)|v

)])δi

×

(
C

Y
(۱)
i |V۱

(
v, S(y

(۱)
i )
)

J۱∏
j=۱

[
cV۱,j

(
v, Fj(y

(۲)
ij )
)
fj(y

(۲)
ij )
] J۲∏
k=۱

[
C

Y
(۳)
k |V۱

(
Fj(y

(۳)
ik )|v

)
− C

Y
(۳)
k |V۱

(
Fj(y

(۳)
ik − ۱)|v

)])(۱−δi)
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و باشد متفاوت افراد برای طول اندازە گیری های گمشده دادە های وجود دلیل به که شرایط در
طول متغیر برای و J۱i پیوسته پاس متغیر طول اندازە گیری  تعداد ام i فرد برای و باشیم داشته

اساس بر م توان را درستنمایی تابع آنگاه باشد J۲i برابر ام i فرد برای اندازە گیری تعداد گسسته
است. شده آورده ادامه در بالا درستنمایی تابع خاص حالت های برخ کرد. اصلاح آن

پیوسته طول دادە های و بقا دادە های توام مدل سازی ۳ .۲

که باشد YYY i = (Y
(۱)
i ,YYY

(۲)
i ) شامل YYY i, i = ۱,۲, ..., n ام، i فرد برای پاس متغیر بردار کنید فرض

در که باشد ام i فرد برای بقا زمان Y
(۱)
i و شده مشاهده پیوسته طول پاس متغیر بردار YYY (۲)

i آن در
در است. j = ۱,۲, ..., J۱ زمان های در شده اندازە گیری پیوسته طول پاس متغیر بردار YYY (۲)

i آن
باشد متفاوت مختلف افراد برای اندازە گیری ها تعداد گمشده مشاهدات وجود دلیل به که صورت
به م توان را مشاهدات برای درستنمایی تابع آنگاه باشد موجود مشاهده Ji تعداد ام i فرد برای و

نوشت: زیر صورت

L(y(۱), yyy(۲)) =
n∏

i=۱

(
c
V۱,Y

(۱)
i

(
v, F (y

(۱)
i )
)
f(y

(۱)
i )

J۱i∏
j=۱

[
cV۱,j

(
v, Fj(y

(۲)
ij )
)
fj(yij(۲))

])δi

(۷)

(
C

Y
(۱)
i |V۱

(
v, S(y

(۱)
i )
) J۱i∏

j=۱

[
cV۱,j

(
v, Fj(y

(۲)
ij )
)
fj(y

(۲)
ij )
])(۱−δi)

گسسته طول و بقا دادە های توام مدل سازی ۴ .۲

YYY
(۳)
i آن در که باشد YYY i = (Y

(۱)
i ,YYY

(۳)
i ) شامل YYY i, i = ۱,۲, ..., n پاس متغیر بردار کنید فرض

متغیر بردار YYY (۳)
i آن در که باشد ام i فرد برای بقا زمان Y

(۱)
i و گسسته طول پاس متغیر بردار

صورت در هم اینجا در است. j = ۱,۲, ..., J۲ زمان های در شده اندازە گیری گسسته طول پاس
نمونه برای و باشد متفاوت مختلف نمونە های برای گسسته طول متغیر اندازە گیری های تعداد که
صورت به م توان را نمونه کل برای درستنمایی تابع آنگاه باشیم داشتە  اندازە گیری J۲i تعداد ام i
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نوشت: زیر

L(y(۱), yyy(۳)) =
n∏

i=۱

(
c
V۱,Y

(۱)
i

(
v, F (y

(۱)
i )
)
f(y

(۱)
i )

J۲i∏
k=۱

Cj|V۱

(
Fj(y

(۳)
ij )|v

)
− Cj|V۱

(
Fj(y

(۳)
ij − ۱)|v

))δi

(۸)

×

(
C

Y
(۱)
i |V۱

(
v, S(y

(۱)
i )
) J۲i∏

k=۱

[
Cj|V۱

(
Fj(y

(۳)
ik )|v

)
− Cj|V۱

(
Fj(y

(۳)
ik − ۱)|v

)])(۱−δi)

توابع از خانوادە ای هر م تواند که م باشد، دومتغیره مفصل تابع C(., .) شد گفته ه همانطوری
مفصل مدل های در مفصل توابع برازش ویی نی مورد در بحث برای شود. گرفته نظر در مفصل
حاشیە ای توزیع تابع Fj همچنین کرد. مراجعه (۲۰۲۰) ولوپولوس نی و کادهم به م توان عامل
شود. گرفته نظر در گسستە ای یا پیوسته توزیع هر م تواند که است پاس  متغیرهای از ی هر
طریق از کم متغیرهای باشیم، دادە ها به رگرسیون مدل ی برازش بدنبال که صورت در
در مدل کارایی بررس برای ادامه در شوند. مدل وارد م توانند حاشیە ای توزیع پارامترهای
صورت شبیە سازی باشیم داشته بقا پاس متغیر ی و گسسته طول پاس متغیر ی که شرایط

است. گرفته

سازی شبیه ۳

متغیر ی همراه به بقا متغیر ی توام مدل سازی برای شبیە سازی انجام روش بخش این در
متغیر و وایبل توزیع دارای بقا متغیر که م کنیم فرض م دهیم. شرح را شمارش طول پاس
پیوسته پاس متغیر برای رگرسیون مدل ی اینجا در باشد. پواسن توزیع دارای شمارش پاس
شبیە سازی م گیریم. نظر در وایبل توزیع دارای پاس متغیر برای بقا مدل ی همچنین و طول
پیوسته طول متغیر یا و شوند گرفته نظر در حاشیە ای توزیع عنوان به توزیع ها سایر که حالت به
استاندارد نواخت ی توزیع از v۱ ابتدا سازی شبیه انجام برای است. گسترش قابل سادگ به باشد
سان ی افراد تمام برای گسسته طول متغیر اندازە گیری دفعات تعداد اینکه فرض با شد. انتخاب
برای شدند. انتخاب Cj|V۱(Fj(y)|v) =

∂CV۱,j(v,Fj(y))

∂v
از uj, j = ۱,۲, ,۳,۴ باشد، J۲ = ۳ برابر و

به متغیرها برای مفصل تابع پارامتر همچنین شد. استفاده کلایتون مفصل تابع از کار این انجام

۱۶



آن کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار ۱۷هفتمین

به کم متغیرهای کردن وارد جهت ادامه در شد. گرفته نظر در θθθ = (۲,۳٫۵,۴٫۵,۱) ترتیب
سپس شد. انتخاب ۰٫۵ پارامتر با برنول توزیع از x۲i کم متغیر و U(۰,۱) توزیع از x۱i مدل
y
(۳)
ij , j = ۱,۲,۳ شد. محاسبه βββ

(۳)
j = (۰٫۵,−۰٫۵,۱,۱) ازای به λij = exp(x

′
iβββ

(۳)
j ), j = ۱,۲,۳

مولفه در کم متغیرهای کردن وارد برای همچنین شد. تولید λij پارامتر با پواسن توزیع از
با وایبول توزیع از ti سپس و شد محاسبه βββ(۱) = (۱٫۵,−۰٫۷۵,۰٫۷۵) با γi = exp(x

′
iβββ

(۱)) بقا
سانسور داده ایجاد جهت شد. گرفته نظر در α = ۱٫۵ آن در که شد انتخاب (α, γi) پارامترهای
متغیر و y

(۱)
i = min(ti, ci) آن اساس بر و گردید انتخاب نواخت ی توزیع از ci بقا متغیر در شده

تعداد برای سازی شبیه شد. گرفته نظر در yi = ci برای δi = ۰ و yi = ti برای δi = ۱ نشانگر
استفاده با برآوردها گردید. تکرار بار R = ۵۰۰ تعداد به و انجام تایی n = ۱۰۰,۲۵۰ نمونە های

آمد. بدست  R افزار نرم در optim دستور از

نتایج ۴

مختلف نمونە های اندازه همچنین و سانسور مختلف درصدهای برای سازی شبیه از حاصل نتایج
توزیع از که گسسته طول متغیر ی برای سازی شبیه از حاصل نتایج است. آمده ۱ جدول در
است. شده آورده است وایبل توزیع دارای که بقا متغیر ی همراه به م کند پیروی پواسن
کاهش برآوردها خطای مربعات میانگین نمونه تعداد افزایش با شود م ملاحظه ه همانطوری

دارند. قبول قابل مقادیر اریبی ها بزرگتر نمونە های تعداد برای همچنین است. یافته

نتیجە گیری ۵

مدل سازی برای م تواند که بقا و آمیخته دادە های توام مدل سازی برای کل مدل ی مقاله این در
ارائه مدل  گردید. پیشنهاد شود کارگرفته به عامل مفصل از استفاده با بقا و طول دادە های توام
م تواند سادگ به حاشیە  ای توزیع های و مفصل تابع انتخاب در پذیری انعطاف  به توجه با شده
م توان را مدل این همچنین گیرد. قرار استفاده مورد حاشیە ای توزیع هر و مفصل تابع هر برای
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از حاصل نتایج گرفت. کار به آمیخته پاس متغیر های روی بر کم متغیرهای اثر بررس برای
است همراه زیادی اریبی با کم نمونە های تعداد برای پارامترها برآورد که م دهد نشان شبیە سازی
نیاز شده ارائه مدل محدودیت های از م یابد. کاهش برآوردها اریبی نمونه تعداد افزایش با که
گوس⁃لژاندره روش به انتگرال گیری با گرچه که است ی و صفر بازه روی بر انتگرال گیری به

گیرد. قرار بررس مورد مختلف مدل های در آن کارایی تا است لازم اما است محاسبه قابل
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سانسور درصد ۲۰ با عامل مفصل از استفاده با بقا و گسسته طول پاس متغیر شبیە سازی از حاصل نتایج :۱ جدول
بقا متغیر در

سانسور درصد ۲۰ با n = ۲۵۰ سانسور درصد ۲۰ با n = ۱۰۰

استاندارد خطای اریبی برآورد استاندارد خطای اریبی برآورد واقع مقدار پارامتر

۰٫۰۷۷ −۰٫۰۲۱ ۰٫۴۷۸ ۰٫۱۲۳ ۰٫۰۰۶ ۰٫۵۰۶ ۰٫۵۰ β
(۳)
۰

۰٫۰۹۶ ۰٫۰۰۶ −۰٫۴۹۳ ۰٫۱۴۷ −۰٫۰۱۴ −۰٫۵۱۴ −۰٫۵۰ β
(۳)
۱

۰٫۰۸۵ ۰٫۰۱۶ ۱٫۰۱۶ ۰٫۱۲۰ −۰٫۰۰۳ ۰٫۹۹۶ ۱٫۰۰ β
(۳)
۲

۰٫۱۸۳ −۰٫۰۰۹ ۱٫۴۹۰ ۰٫۳۰۲ ۰٫۰۵۵ ۱٫۵۵۵ ۱٫۵۰ β
(۱)
۰

۰٫۲۲۹ ۰٫۰۲۳ ۰٫۷۷۳ ۰٫۳۶۴ −۰٫۰۱۳ ۰٫۷۳۶ ۰٫۷۵ β
(۱)
۱

۰٫۱۹۷ −۰٫۰۰۶ ۰٫۷۴۳ ۰٫۲۴۶ −۰٫۰۲۲ ۰٫۷۲۷ ۰٫۷۵ β
(۱)
۲

۰٫۱۲۵ ۰٫۰۰۰ ۱٫۵۰۰ ۰٫۱۶۳ ۰٫۰۲۱ ۱٫۵۲۱ ۱٫۵۰ α

۰٫۳۱۱ ۰٫۰۵۶ ۲٫۰۵۶ ۰٫۴۵۳ ۰٫۰۳۹ ۲٫۰۳۹ ۲٫۰۰ θ۱

۰٫۹۴۳ ۰٫۲۴۶ ۳٫۷۴۶ ۶٫۴۹۵ ۰٫۶۷۴ ۴٫۱۷۴ ۳٫۵۰ θ۲

۱٫۱۲۵ ۰٫۱۹۶ ۴٫۶۹۶ ۱۵٫۱۹۰ ۳٫۲۸۵ ۷٫۷۸۵ ۴٫۵۰ θ۳

۰٫۱۷۷ ۰٫۰۳۷ ۱٫۰۳۷ ۰٫۳۲۷ ۰٫۰۹۵ ۱٫۰۹۵ ۱٫۰۰ θ۴

سانسور درصد ۴۰ با n = ۲۵۰ سانسور درصد ۴۰ با n = ۱۰۰

استاندارد خطای اریبی برآورد استاندارد خطای اریبی برآورد واقع مقدار پارامتر

۰٫۰۹ −۰٫۰۱۵ ۰٫۴۸۴ ۰٫۱۲ −۰٫۰۱۶ ۰٫۴۸۳ ۰٫۵۰ β
(۳)
۰

۰٫۱۰ ۰٫۰۰۰ −۰٫۴۹۹ ۰٫۱۶ ۰٫۰۲۰ −۰٫۴۷۹ −۰٫۵۰ β
(۳)
۱

۰٫۰۹ ۰٫۰۱۶ ۱٫۰۱۶ ۰٫۱۰ −۰٫۰۰۵ ۰٫۹۹۴ ۱٫۰۰ β
(۳)
۲

۰٫۲۷ ۰٫۰۱۰ ۱٫۵۱۰ ۰٫۳۸ ۰٫۰۲۴ ۱٫۵۲۴ ۱٫۵۰ β
(۱)
۰

۰٫۲۷ −۰٫۰۰۷ ۰٫۷۴۲ ۰٫۴۲ ۰٫۰۳۵ ۰٫۷۸۵ ۰٫۷۵ β
(۱)
۱

۰٫۲۵ −۰٫۰۴۵ ۰٫۷۰۴ ۰٫۲۶ ۰٫۰۳۲ ۰٫۷۸۲ ۰٫۷۵ β
(۱)
۲

۰٫۱۶ −۰٫۰۰۴ ۱٫۴۹۵ ۰٫۱۷ ۰٫۰۴۵ ۱٫۵۴۵ ۱٫۵۰ α

۰٫۲۹ ۰٫۰۱۳ ۲٫۰۱۳ ۰٫۵۲ ۰٫۱۱۴ ۲٫۱۱۴ ۲٫۰۰ θ۱

۰٫۶۵ ۰٫۱۲۹ ۳٫۶۲۹ ۶٫۱۲ ۰٫۸۳۸ ۴٫۳۳۸ ۳٫۵۰ θ۲

۱٫۲۰ ۰٫۱۸۴ ۴٫۶۸۴ ۳٫۸۰ ۲٫۹۱۲ ۷٫۴۱۲ ۴٫۵۰ θ۳

۰٫۲۲ ۰٫۰۶۹ ۱٫۰۶۹ ۰٫۳۶ ۰٫۱۱۱ ۱٫۱۱۱ ۱٫۰۰ θ۴
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مضاعف آماری ماتریس کم به تعمیم یافته چندخط مفصل

۲ غ برزادران، محتشم ۱ م اعتصام،

مشهد فردوس اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه ۱,۲

یده چ

در میشود. معرف چندخط مفصل تجربی، مفصل و مفصل تابع از کوتاه یادآوری ضمن یادداشت این در

منظور این برای ردد. می بیان چندخط مفصل ایجاد برای مضاعف آماری ماتریس از استفاده ونگ چ ادامه

ردد. می ارائه مثال با همراه وریتم ال

مضاعف آماری ماتریس ، چندخط مفصل ناپارامتری، مفصل لار، اس قضیه مفصل، تابع کلیدی: کلمات
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ی وقوع مثلا باشد. داشته وجود تصادف متغیرهای بین است ن مم پیچیدە ای وابستگ های
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غ. برزادران، محتشم ،. م ۲۲اعتصام،

این از و کند مدل را غیرخط وابستگ های میتواند و میسازد متصل توأم توزیع به را حاشیە ای
.(۲۰۰۶ (نلسون است، مهم رو

و شده تعریف [۰,۱]d در که است d−متغیرە ای توزیع تابع C (u۱, u۲, · · · , ud) مفصل تابع
نواختند. ی آن حاشیە های که میباشد توأم توزیع ی خود و است C : [۰,۱]d → [۰,۱]

نیم: می فرض

آن در نقطه ی دهنده نشان a = (a۱, a۲, · · · , ad) و d−بعدی یافته گسترش فضای Rd ●
است.

است. a ≤ b آنگاه باشد، ak ≤ bk ، k هر برای اگر ●

نشان را d−بعدی عب م [a, b] = [a۱, b۱]× [a۲, b۲]× · · · × [ad, bd] باشد، a ≤ b اگر ●
است. Vc([a, b]) آن حجم و دهد م

تابع ی H اگر وید می قضیه این است. مفصل تابع از استفاده نظری مبنای لار اس قضیە ی
هر برای که دارد وجود C d−بعدی مفصل باشد، F۱, F۲ · · · , Fd های حاشیه با d−متغیره توزیع

Rn در x

H (x۱, x۲, · · · , xn) = C (F۱ (x۱) , F۲ (x۲) , · · · , Fn (xn)) . (۱)

F۱, F۲ · · · , Fd و d−بعدی مفصل ی C اگر است. تا ی C باشند پیوسته F۱, F۲ · · · , Fd اگر
است. d−بعدی توزیع تابع ی بالا رابطه باشند ای حاشیه توابع

وجود صورت در مفصل ال چ تابع

c (u۱, u۲, · · · , ud) =
∂C (u۱, u۲, · · · , ud)

∂u۱∂u۲ · · · ∂ud

, (۲)

با برابر توأم ال چ تابع این بنابر است.

f (x۱, x۲, · · · , xd) = f۱(x۱)f۲(x۲) · · · fd(xd)
∂C (F۱(x۱), Fu۲(x۲), · · · , Fd(xd))

∂F۱(x۱)∂F۲(x۲) · · · ∂Fd(xd)
, (۳)

برای زیر ویژگ های هستند. حاشیە ای ال چ توابع f۱(x۱), f۲(x۲), · · · , fd(xd) آن در که است
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است: کاف و لازم C تابع بودن مفصل

۱ : C(۱, . . . ,۱, u,۱, . . . ,۱) = u, ۰ ≤ u ≤ ۱,

۲ : C (u۱, . . . , ui−۱,۰, ui+۱, . . . , ud) = ۰, ۰ ≤ uj ≤ ۱,

۳ :

∫
Vc

dC ≥ ۰.

(۴)

مسأله زیر دو به توزیع تابع تعیین مسألە ی لار، اس قضیه بنابر زیرا است سودمند مفصل از استفاده
است. وابستگ ها تعیین مفصل تابع وظیفه که میشود تقسیم وابستگ ها تعیین و حاشیە ها تعیین
در را وابستگ ها میتوان دوبعدی حالت در خصوص به میشود، سادە تر وابستگ ها فهم این بنابر

کرد. شناسایی را مناسب مفصل آن روی از و گذاشت تصویر به واحد مربع

ناپارامتری مفصل ۲

اگر میشود. طراح یا انتخاب مناسب مفصل دادە ها، ل ش از استفاده با متغیره دو حالت ادر
مفصل نمود. استفاده تجربی مفصل از که است این راه ی کرد پیدا مناسبی مفصل نتوان

صورت به (۱۹۷۹) دهولز در تجربی

Cn (u۱, . . . , ud) =
۱
n

n∑
i=۱

I (Ui۱ ≤ u۱, . . . , Uid ≤ ud) , (۵)

برای بنامیم، ai, i ∈ {۰,۱, · · · , n} را دادە ها اگر که است این بالا رابطه تفسیر شد. معرف
صدق ai ≥ u رابطه در دادە ها از درصدی چه مفصل، تابع دامنه عب ابر⁃م در u خاص نقطه
مفصل ی خود (۵) رابطه م باشد. تجربی توزیع تابع آوردن بدست روش مشابه که نند، می
.(۲۰۱۴ (جو م کند، میل اصل مفصل تابع به مجانبی حالت در و است آن از تقریبی اما نیست،
چندخط عنوان تحت مفصل آنها از ی دارد. وجود تجربی مفصل برای مختلف زین های جای

تابع ی تجربی مفصل برخلاف است، شده بیان (۲۰۰۷) جنست در که طور همان که است
حقیقت در چندخط مفصل م کند. صدق مفصل تابع تعریف در یعن میباشد، معتبر مفصل
مفصل به مفصل شبه تابع تبدیل برای (۲۰۰۶) نلسون توسط که است هنجارسازی روش ی
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دارد. کاربرد توأم توزیع به ۱ احتمالات جداول تبدیل برای و است شده استفاده

مضاعف آماری ماتریس و چندخط ناپارامتری مفصل ۱ .۲

آن از هرکدام به و ند می تقسیم مستطیل یا مربع تعدادی به را حالت فضای چندخط مفصل
آماری ماتریس کم با مفصل این ادامه در میدهد. تخصیص ال چ تابع ی قسمت ها
بستری مضاعف آماری ماتریس از استفاده میشود. داده توضیح دومتغیره حالت در مضاعف
را شعاع متقارن و متقارن مانند دلخواه، ویژگ های با چندخط مفصل ایجاد برای مناسب

م کند. ایجاد
مفصل تابع نمایش برای که است شده یل تش v و u محور دو از که یرید ب نظر در را واحد مربع
این با م کنیم. تقسیم برابر طول با بازه m به را محورها از کدام هر میشود. استفاده C۲ دوبعدی
نشان Eij نماد با را j ستون و i سطر مربع م شود. تقسیم تر کوچ مربع m۲ به حالت فضای کار

م دهیم.
مربع به چندخط مفصل بزنیم. تخمین C# چندخط مفصل با را C مجهول مفصل م خواهیم
j و i درایه نشان دهنده Am×m ماتریس که میدهد تخصیص ثابت ال چ تابع ی Eij کوچ

با برابر ایدە آل حالت در و بوده آن

A∗
ij =

∫
Eij

dC, (۶)

∑m
i=۱ A

∗
ij =

∑m
j=۱ A

∗
ij =

۱
m

، A∗
ij ماتریس ستون و سطر هر درایە های مجموع این بنابر است.

آوردن بدست برای مینامیم. S را آن که است مضاعف آماری ماتریس ی mA∗ نتیجه در است.
مضاعف آماری ماتریس به وریتم ال با را آن باید که دارد وجود پارامترها از ماتریس ی C#

کاهش مانند روش وسیله به پارامترها درستنمایی حداکثر مانند روش به سپس کرد. تبدیل
هر و سطر هر مجموع و دارد نامنف درایە های مضاعف آماری ماتریس م آیند. بدست گرادیان
مشخص ستون های و سطرها مجموع با ماتریس تولید برای وریتم هایی ال است. ی آن ستون
بررس را مربعات حداقل روش از استفاده با وریتم ال (۱۹۷۰) فینبرگ نمونه برای دارد، وجود
1contingency table
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آماری ماتریس که میشود استفاده شده ساده وریتم ال روش، این از الهام با دراینجا است. کرده
برای ۱ وریتم ال م آورد. بدست درست نمایی حداکثر و گرادیان کاهش روش با را مضاعف
از Qm×m ماتریس که میشود داده نشان مضاعف آماری ماتریس به دلخواه ماتریس ی تبدیل
نتیجه مضاعف آماری ماتریس ی و آن ورودی α نامنف حقیق پارامتر ی همراه به پارامترها

است. آن خروج
مجهولات ماتریس از مضاعف آماری ماتریس تولید وریتم ال ۱ وریتم ال

.α نامنف حقیق پارامتر ی و پارامترها از Qm×m ماتریس ورودی:
.S مضاعف آماری ماتریس : خروج

شود) صفر با برابر سطر در ها درایه مجموع نتیجه (در کن. کم آن درایە های از را سطر هر میانگین :۱
شود) صفر با برابر ستون هر در ها درایه مجموع نتیجه (در کن. کم آن درایە های از را ستون هر میانگین :۲

میشوند) نامنف درایە ها نتیجه (در کن. کم را ماتریس عنصر ترین کوچ ماتریس، درایە های تمام از :۳
کن. ضرب m

ماتریس درایە های مجموع در را ماتریس از درایه هر کن. اضافه را α عدد ماتریس، درایە های تمام به :۴

دو مرحله در م شود. صفر با برابر سطر هر های درایه مجموع بالا وریتم ال ی مرحله در
پایان در نیز سطر هر درایە های مجموع همچنین میشود، صفر با برابر ستون هر درایە های مجموع
است، برابر هم با دو مرحله اتمام از بعد سطرها، درایە های مجموع زیرا است، صفر دوم مرحله
نتیجه در است، صفر ماتریس درایە های مجموع بوده، صفر ستون ها درایە های مجموع طرف از
م شوند. نامنف ماتریس درایە های سوم مرحله اتمام از بعد است. صفر سطر هر درایە های مجموع
اتمام از بعد باشد. ناصفر درایە اش ترین کوچ که میدهد ماتریس به را اجازه این چهار مرحله

داریم. مضاعف آماری ماتریس ی پن مرحله
۰ ≤ u۰, v۰ ≤ ۱

m
و حسابی اعدادی j و i آن در که باشد (u, v) = ( i

m
+ u۰,

j
m
+ v۰) کنید فرض

و دارد قرار Ei+۱,j+۱ در (u, v) صورت این در است.

C#(u, v) =
۱
m

(
i∑

p=۱

j∑
q=۱

Spq +
i∑

p=۱

Sp,j+۱ +

j∑
q=۱

Si+۱,q + Si+۱,j+۱u۰v۰

)

=
۱
m

(
i∑

p=۱

j∑
q=۱

Spq +
i∑

p=۱

Sp,j+۱ +

j∑
q=۱

Si+۱,q + Si+۱,j+۱C
⊥(mu۰,mv۰)

)
,

(۷)

که کرد استفاده ری دی دلخواه مفصل از استقلال مفصل جای به م توان (۷) رابطه در است.
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رابطه

C#(u, v) =
۱
m

(
i∑

p=۱

j∑
q=۱

Spq +
i∑

p=۱

Sp,j+۱ +

j∑
q=۱

Si+۱,q + Si+۱,j+۱u۰v۰

)

=
۱
m

(
i∑

p=۱

j∑
q=۱

Spq +
i∑

p=۱

Sp,j+۱ +

j∑
q=۱

Si+۱,q + Si+۱,j+۱C̃(mu۰,mv۰)

)
,

(۸)

کرد. استفاده دم وابستگ وجود مانند مواردی در م توان (۸) رابطه از آمد. خواهد بدست
معادلات با دم وابستگ

λU = ۲ − lim
t→۱−

۱ − C(t, t)

۱ − t
, (۹)

و

λL = lim
t→۰+

C(t, t)

t
, (۱۰)

م شود. داده نشان

توجه با معدن ی در بار حمل مخصوص کامیون های خرابی زمان به مربوط دادگان .۱ .۲ مثال
تنها م خواهیم که این به توجه با است. شده معرف (۲۰۱۷) اران هم و یوان در بار، تناژ به
منتقل واحد مربع به را دادگان تجربی، توزیع از استفاده با شود، دیده چندخط مفصل کاربرد
استفاده مدل دو از مثال این برای شدە اند. داده نشان ۱ ل ش در شده منتقل دادە های نیم. می
تقسیم برابر قسمت m به را v و u محور است. شده گرفته کار به (۷) رابطه اول مدل در میشود.
۲ ل ش در اعداد و میشوند محاسبه m ∈ {۱,۲, · · · ,۱۰} برای ⁃ بخت ل قرینه مقادیر نیم. می
شده استفاده (۸) معادله از آن در که تفاوت این با است اول مدل مانند دوم مدل آمدند. بدست

آن در که است

C̃(u, v; θ) = uv + θuv(۱ − u)(۱ − v), (۱۱)

است. پارامتر θ ∈ [−۱,۱] و FGM مفصل
کمتر همواره دوم مدل در و نزول ⁃ بخت ل قرینه m افزایش با که م شود ملاحظه ۲ ل ش در

است. اول مدل از
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۱ .۲ مثال دادە های پراکندگ :۱ ل ش

۱ .۲ مثال ⁃بخت ل قرینه نمودار :۲ ل ش

جم بندی ۳

بنیادین نقش که لار اس قضیه وابستگ ها، مدلسازی برای مفصل تابع معرف از پس مقاله این در
عنوان تحت آن از خاص نسخه همراه به تجربی مفصل سپس شد. داده توضیح دارد زمینه این در
مفصل از تعمیم مضاعف آماری ماتریس از استفاده با همچنین شد. مرور چندخط مفصل
و بودن متقارن مانند خاص مفصل ی ویژگ های مختلف انواع میتوان که شد ارائه چندخط
مفصل رد عمل آزمایش انجام با نیز نهایت در کرد. اعمال آن بر را دم وابستگ دادن نشان
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شد. داده نمایش شده معرف
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منف وابستگ به تاریخ نگاه

۲ ا بزرگنیا، ۱ م ، امین

مشهد فردوس اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه ۱,۲

یده چ

آشنا غیره و پزش و اجتماع ، طبیع علوم محققین برای که است آمار در پایه مفاهیم از ی همبستگ

و داد گسترش بیستم قرن در محققان برای را آن جذابیت نوزدهم، قرن در همبستگ یافته توسعه مفاهیم است.

این با دارند. ” ”همبستگ معنای از اولیه ایده ی حداقل علم غیر افراد اکثر م، ی و بیست قرن در اکنون،

محاسبات در ویژه به ریاضیات، در میشود. توجه علم های واژه این تاریخ به کمتر نیز ران پژوهش دربین حال،

مطرح معاصرایشان دانشمندان ویا لب هانری توسط احتمالا که «استقلال» مفهوم گیری، اندازه نظریه و پیشرفته

توجه با گیری اندازه نظریه از ای شاخه عنوان به که احتمال، نظریه است. توجه مورد و اساس بسیار است، شده

مفهوم دو بنابراین کرد. مرتبط آماری شناس روش به را استقلال مفهوم یافت، توسعه واقع دنیای در کاربردها به

آماری علوم در مهم و کاربرد پر های واژه از ( ناهمبستگ ) همبستگ و ( استقلال (عدم وابستگ و استقلال

که است آمار و احتمال نظریه در توجه مورد موضوعات از ی تصادف متغیرهای بین وابستگ روابط هستند.

روند سخنران این در ساخت. نمیتوان معن داری آماری مدل هیچ وابستگ مورد در خاص مفروضات اعمال بدون

مفاهیم این مورد در کنون تا ⁃بیز ت بریتانیایی معروف آماردان توسط هیجدهم ازقرن شده انجام تحقیقات تاریخ

کنون ۱۹۶۶تا سال از منف وابستگ تاریخ گسترش روند بررس این بر علاوه است. شده ارایه آماری کاربرد پر

م باشد. سخنران این اصل اهداف از
1m-amini@um.ac.ir
2bozorgnia@um.ac.ir
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منف وابستگ ، آماری، وابستگ استقلال  ، ناهمبستگ ، همبستگ کلیدی: کلمات

آماری استقلال ۱

( همبستگ مورد در گالتون ف. تحقیقات از قبل ۱۰۰سال از (بیش نوزدهم و هجدهم قرن در
در بیز ت شد. ظاهر مختلف نویسندگان های نوشته در گاه استقلال از شفاه های تعریف
پیشامدهادر کند: م تعریف چنین را آن و پردازد م استقلال مفهوم ۱۷۶۳به سال در خود مقاله
را احتمال نه پیشامد ها سایر به نسبت آن ها از ی دادن رخ اگر هستند مستقل وقوع، صورت

دهد. کاهش نه و دهد افزایش
در بیز، ت معاصر و نزدی دوستان از ی پرایس، توسط ۱۷۶۷ سال در مشابە ای تعریف

شد: ارایه زیر صورت به شد ۱۷۶۸بازنشر لندن، در دوم چاپ در که نامه پایان چهار جلد
ری دی وقوع بر تأثیری آنها از ی وقوع ه صورتی در هستند مستقل وقوع هنگام در پیشامد دو

امرسون(۱۷۸۲− ۱۷۰۱) باشد.ویلیام نداشته

با ارتباط گونه هیچ که هستند مستقل زمان داد ها⁃پیشامد ها) رویدادها(رخ .۱ .۱ تعريف
نشود. ری دی دادن رخ باعث یا و مان آنها از ی دادن رخ یا باشند، نداشته ر دی ی

وقوع با آن وقوع احتمال که است وابسته ر دی پیشامد به نسبت زمان پیشامد ی .۲ .۱ تعريف
کند. تغییر ر دی رویداد

ریاض توصیف اولین (۱۸۱۲) احتمال های تحلیل کتاب در ( ۱۷۴۹ −۱۸۷۲) لاپلاس
داد. ارایه زیر صورت به را آماری استقلال مفهوم

اگر هستند مستقل ساده تصادف های پیشامد از {Ei, i ≥ ۱} دنباله الف⁃ .۳ .۱ تعريف

P

(
n⋂

i=۱

Ei

)
=

n∏
i=۱

P (Ei).

م گذارد، تأثیر E۲ دوم پیشامد وقوع احتمال بر E۱ اول پیشامد وقوع که ساده دوپیشامد ب⁃
هستند. وابسته P [E۱ ∩ E۲] ̸= P [E۱] · P [E۲] یعن
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کینز(۱۹۶۴− ،(۱۸۱۶ −۱۸۴۶) بول مانند: ر دی آماردانان توسط مشابه های تعریف این بر علاوه
است. شده پیرسون(۱۹۳۶− ۱۸۵۷)ارایه و دمورگان(۱۸۰۶− ۱۸۷۱) ،(۱۸۸۶ 

وابستگ مقابل در ناهمبستگ ۲

پزش و اجتماع ، طبیع علوم محققین برای که است آمار در پایه مفاهیم از ی همبستگ
کاربردهای و همبستگ مفهوم تاریخ توسعه از ای خلاصه شامل بخش این است. آشنا غیره و
مفاهیم که م باشد توجه قابل است، شده توجه آن تفسیر و کاربرد وضعیت، به عمدتاً است. آن
و داد گسترش بیستم قرن در محققان برای را آن جذابیت نوزدهم، قرن در همبستگ یافته توسعه
” ”همبستگ معنای از اولیه ایده ی حداقل علم غیر افراد اکثر م، ی و بیست قرن در اکنون،

م شود. توجه علم های واژه این تاریخ به کمتر نیز ران پژوهش دربین حال، این با دارند.
از ( ناهمبستگ ) همبستگ و ( استقلال (عدم وابستگ و استقلال : مفهوم دو حال هر در
،(۱۹۱۵ −۲۰۰۰) توک به: بیشتر مطالعه برای هستند. آماری علوم در مهم و کاربرد پر واژە های

شود. مراجعه داونپورت(۱۹۱۸) ریتز(۱۹۱۸)، یول(۱۹۱۲)، هاف(۱۹۵۴)، دارال

وابسته؟ ول ناهمبسته تصادف های متغیر ۳

بررس قابل گ ساده به است. همبستگ عدم استقلال به مربوط مفهوم اولین آمار و احتمال در
است ن مم ناهمبسته تصادف متغیرهای اما هستند، ناهمبسته مستقل تصادف متغیرهای که است
چند [۴] مرج در دارد. وجود آمار در متنوع های مثال رابطه این در نباشند. یا باشند مستقل
نیستند. مستقل که است شده ارایه غیرهمبسته تصادف متغیرهای مشترک توزیع برای جدید مدل
م مشخصه تابع و مفصل نظریه روش و تبدیل روش آمیخته، توزیع شامل پیشنهادی های مدل

است. شده ارایه نتایج دادن نشان برای مثال چندین این بر علاوه باشد.
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کنون ۱۹۶۹تا از منف وابستگ ۴

وابستگ واژه ظهور موجب دارند خط غیر رفتار که هایی داده مدلسازی در همبستگ ضعف
از ی تصادف متغیرهای بین وابستگ روابط شد. خط غیر رفتار با های داده مدلسازی و
مورد در خاص مفروضات اعمال بدون است. آمار و احتمال نظریه در توجه مورد موضوعات
مفهوم دید، خواهیم ادامه در که همانطور ساخت. نم توان معن دار آماری مدل هیچ وابستگ
آماردانان عقیده به دارد. تصادف متغیرهای بین وابستگ تعریف در مهم نقش کوواریانس

است. تر مناسب وابستگ واژه جای به آماری” ”وابستگ واژه از استفاده
مفاهیم مبتکران از ی (۱۸۵۷ −۱۹۵۶) پیرسون ک رسد م نظر به موجود انتشارات به استناد با
−۱۹۶۶) جین مانند: دانشمندان همچنین باشد. آماری شناس روش در وابستگ معیارهای و
اند. داشته آن اولیه مراحل در نظریه این توسعه در مهم نقش فرشت(۱۹۷۳− ۱۸۷۸) و (۱۸۸۴ 
است شده منتشر و معرف بیستم قرن دوم نیمه در در منف و مثبت وابستگ از متعددی مفاهیم
چند تصادف بردار ی به سپس و است شده تعریف تصادف متغیر دو برای ابتدا در مفاهیم این
مفهوم این احتمال، و آمار در مثبت وابستگ اهمیت علیرغم است. یافته nگسترش > ۲ با متغیره
توزیع ی مثال، به عنوان نم دهد. پوشش را وکاربردی نظری آمار تصادف های آزمایش تمام
مثبت وابستگ نم رود انتظار باشد، منف زوج همبستگ ضرایب همه وقت متغیره چند نرمال

توزیع های برای ( منف (وابستگ نظریه این ه صورتی در باشد داشته وجود ها مؤلفه تمام بین
هستند بعدی چند توزیع های از هایی خانواده که FGⅯ و له دیری و چندجملە ای مانند ر دی
منف وابستگ نظریه کاربرد شود. رجوع مقاله این مراج به بیشتر اطلاعات برای دارد. وجود

ساختار با دادە های مدلسازی با که علوم سایر و مال و ،بیمه هیدرولوژی ، پزش ، مهندس در
باشد. م توجه مورد هستند مواجه منف وابستگ

مراج

[1] Amini, M., Nili Sani, H.R., and Bozorgnia, A., (2013), Aspects of negative depen-

dence structures, Communications in Statistics-Theory and Methods, 42, 907-917.

۳۲



آن کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار ۳۳هفتمین

[2] Barlow, R. E. and Proschan, F. (1981), Statistical Theory of Reliability and Life

Testing, To Begin With, Silver Spring.

[3] Block, H. W., Savits, T. H. and Shaked, M. (1982), Some concepts of negative

dependence, Annals of Probability, 10, 765–772.

[4] Dolati, A., Amini, M. and Mohtashami Borzadaran, G.R., (2022), Some results

on uncorrelated dependent random variables. Volume 11, Issue 3 - Serial Number

23, (Special Issue dedicated to Prof. Mashaallah Mashinchi.). Journal of Mahani

Mathematical Research.

[5] Drouet Mari, D., Kotz, S. , (2001), Correlation and Dependence,Imperial College

Press, London.

[6] Ebrahimi, N., and Ghosh, M. , (1981), Multivariate negative depen-

dence,Communications in Statistics A(10), 307-337.

[7] Esary, J.D., Proschan, F. , (1972), Relationships among some concepts of bivariate

dependence,Ann. Math. Stat., Vol 43, 651-665.

[8] Esary, J.D., Proschan, F. ,Walkup, D.W. , (1967), Association of random variables

with applications,Ann. Math. Stat., Vol 38, 1466-1474.

[9] Joag-Dev, K., Proschan, F., Negative Association of random variables,Ann. Stat.,

Vol 11 , 286-295, 1983.

[10] Joe, H. , (1993), Parametric Families of Multivariate Distributions with given mar-

gins,J. Multi. Anal. 46, 262-282.

[11] Joe, H. , (1997), Multivariate Models and Dependence Concepts, Chapman & amp;

Hall, London.

۳۳



ا. بزرگنیا، م.، ، ۳۴امین

[12] Kurowicka, V. , Joe, H. , (2010), Dependence Modeling: Vine copula handbook,

World Scientific Publishing Company.

[13] Lehmann, E.L. , (1966), Some concepts of dependence, Ann. Math. Stat., 37,1137-

1153.

[14] Mai, J.F. , and Scherer, M. , (2014), Financial Engineering with Copulas Explained,

First published 2014 by PALGRAVE MACMILLAN.

[15] Nelsen, R.B. , (2006), An Introduction to Copulas, second edition, Springer, New

York .

[16] Rüschendorf, L. , (2009), On the distributional transform, Sklar’s theorem, and the

empirical copula process, Journal of Statistical Planning and Inference, 139(11), pp.

3921–3927.

۳۴



آمیخته مفصل های از خانوادە ای برای استقلال آزمون

۳ م ، امین ۲ ه جباری، ۱ م زرگر،

رفسنجان ( (ع عصر ول اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه ۱

مشهد فردوس اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه ۲,۳

یده چ

برای (۲۰۰۸) ر بی سیستم بر مبتن متغیره دو توزیع های از جدیدی کلاس (۲۰۱۳) اقلو بایرام و بایراموف

مقاله این در است. متغیره دو توزیع مرتب آمارە های بر مبتن کلاس این نمودند. معرف متغیره دو توزیع های

همچنین م شود. معرف مثبت ربع وابستگ مقابل در Y و X تصادف متغیر دو استقلال برای استقلال آزمون

م گیرد. قرار ارزیابی مورد سازی شبیه مطالعه ی طریق از تجربی صورت به هم و مجانبی صورت به هم آزمون توان

استقلال آزمون ، ربع وابستگ مرتب، آمارە های اقلو، بایرام و بایراموف متغیره دو های توزیع کلیدی: کلمات

1zargarm@vru.ac.ir
2jabbarinh@um.ac.ir
3m-amini@um.ac.ir
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مقدمه ۱

یرید: ب نظر در م آید، دست به C۲ و C۱ تابع دو تركیب از كه را زیر تابع

C(u, v) = (۱ − q)C۱(u, v) + qC۲(u, v), ۰ ≤ q ≤ ۱ (۱)

مفصل آن به كه است مفصل نیز C مفصل، تابع خواص طبق باشند، مفصل تابع دو C۲ و C۱ اگر
است: زیر صورت به C متناظر مفصل ال چ تابع م شود. گفته آمیخته

c(u, v) = (۱ − q)c۱(u, v) + qc۲(u, v), ۰ ≤ q ≤ ۱, (۲)

هستند. C۲ و C۱ مفصل های با متناظر ال چ توابع ترتیب به c۲ و c۱ آن در که

پیشنهادی آزمون ۲

مفصل تابع ترکیب با بنابراین م گیریم. نظر در استقلال مفصل برابر را C۱ مفصل مقاله این در
نتیجه استقلال باشد، q = ۰ اگر صورت این در هستیم. مواجه C۲ دلخواه مفصل و استقلال
آزمون (PQⅮ) مثبت ربع وابستگ برابر در را استقلال فرضیه است قرار جا این در م شود.

یعن کنیم. H۰ : q = ۰

H۱ : q ≥ η,
(۳)

آزمون برای است. مثبت ربع وابستگ شدت تنظیم برای پارامتری ۰ < η ≤ ۱ آن در که
C(u, v) مفصل تابع از تصادف نمونهای زوج (U۱, V۱), . . . , (Un, Vn) م کنیم فرض فرضیات،

باشد. PQⅮ نیز C۲ مفصل و باشد

باشد C(u, v) مفصل تابع از تصادف نمونە ای زوج (U۱, V۱), . . . , (Un, Vn) کنید فرض .۱ .۲ قضيه
از: است عبارت آزمون آماره صورت این در باشند. V = (V۱, . . . , Vn) و U = (U۱, . . . , Un) و

T (U,V) =
n∏

i=۱

[(۱ − η) + ηc۲(ui, vi)] , (۴)
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همچنین است. ۰ < η ≤ ۱ آن در که
.T (U,V) ≥ k اگر فقط و اگر م شود رد مقابل فرضیه نف به صفر فرضیه الف)

است. نزول غیر q به نسبت آزمون توان تابع ب)

توزیع شود. مشخص صفر فرضیه تحت آزمون آماره مجانبی یا دقیق توزیع باید آزمون برای
م آوریم. دست به زیر قضیه در را آزمون آماره مجانبی

C(u, v) مفصل تابع از تصادف نمونە ای زوج (U۱, V۱), . . . , (Un, Vn) کنید فرض .۲ .۲ قضيه
و µ(q) = exp{E(lnT )} میانگین با نرمال توزیع دارای مجانبی طور به T n(U,V) آن گاه باشد.

.T = ۱ − η + ηc۲(U, V ) آن ها در که است σ۲
n(q) = [µ(q)]۲ V ar(lnT )/n

بود: خواهد زیر صورت به بحران عدد قبل قضیه طبق باشد، α معن داری سط در آزمون اگر

k۰ =
[
σn(۰)Φ−۱(۱ − α) + µ(۰)

]
, (۵)

تابع همچنین هستند. صفر فرضیه تحت σ۲
n(q) و µ(q) مقادیر ترتیب به σ۲(۰) و µ(۰) آن در که

از: است عبارت آزمون توان

γn(q) ≃ ۱ − Φ

(
(k۰ − µ(q))

σn(q)

)
, q ≥ η. (۶)

اقلو بایرام و بایراموف توزیع های خانواده برای استقلال آزمون ۳

باشد H(x, y) متغیره دو توزیع تابع از تصادف نمونە ای زوج (X۱, Y۱), . . . , (Xm, Ym) کنید فرض
توزیع (۲۰۱۳) اقلو بایرام و بایراموف باشند. مرتبط کناری توزیع توابع ترتیب به G(y) و F (x) و

کردند: معرف زیر صورت به Y و X مرتب آمارە های توزیع مبنای بر جدیدی متغیره دو

K
(m)
+ (x, y) =

۱
m

m∑
r=۱

Pr(Xr:m ≤ x, Yr:m ≤ y), ∀ x, y ∈ R, (۷)

براساس Y۱, Y۲, . . . , Ym rام مرتب آماره Yr:m و X۱, X۲, . . . , Xm rام مرتب آماره Xr:m آن در که
F (x), G(y), H(x, y), H(x, y) سادگ برای است. i = ۱,۲, . . . , n ،(Xi, Yi) تصادف نمونه زوج
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اران هم و هونگ م دهیم. نشان K(m)
+ و F, G, H, H نمادهای با ترتیب به را K

(m)
+ (x, y) و

که دادند نشان (۲۰۱۳)

K
(m)
+ = H +

m∑
j=۲

۱
j − ۱

[j/۲]∑
i=۱

(
j − ۱

i, i− ۱, j − ۲i

)
W iV j−۲i, m ≥ ۲, (۸)

است. a صحیح جزء [a] و V = H +H و W = (F −H)(G−H) آن در که
زیر صورت به جدیدی متغیره دو توزیع (۲۰۱۳) اقلو بایرام و بایراموف توزیع اساس بر حال،

م کنیم: معرف

K+ = (۱ − q)FG+ qK
(m)
+ , (۹)

با متناظر مفصل تابع (۱۹۵۱) لار اس قضیه طبق است. وابستگ پارامتر ۰ ≤ q ≤ ۱ آن در که
از: است عبارت K+

C+(u, v) = (۱ − q)uv + qC
(m)
+ (u, v) (۱۰)

آن در که

C
(m)
+ (u, v) = C(u, v) +

m∑
j=۲

۱
j − ۱

[j/۲]∑
i=۱

(
j − ۱

i, i− ۱, j − ۲i

)
RiSj−۲i, m ≥ ۲, (۱۱)

C(u, v) = ۱ − u− v +C(u, v) و S = C(u, v) +C(u, v) و R = (u−C(u, v))(v −C(u, v)) و
است. H(x, y) با متناظر مفصل تابع C(u, v) و

شبیە سازی ۴

شبیە سازی مطالعه ی از (۴) در شده معرف آزمون آماره تجربی و مجانبی توان ارزیابی برای
دست به برای و گرفته نظر در درصد ۵ را معن داری سط منظور این برای م کنیم. استفاده
مفصل همچنین م کنیم. تکرار مستقل طور به بار ۵۰۰۰ را شبیە سازی مراحل تجربی، توان آوردن
،m مختلف مقادیر ازای به شبیە سازی نتایج م گیریم. نظر در FGⅯ را (۱۱) رابطه در C(u, v)

است. شده خلاصه ۱ جدول در q و n
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.θ = ۰٫۵ و H۱ : q ≥ ۰٫۲ برای پرانتز) (داخل تجربی و مجانبی توان های :۱ جدول

q

۱ ۰٫۷۵ ۰٫۵ ۰٫۲۵ ۰ n m

۰٫۳۸۳ (۰٫۳۶۶) ۰٫۲۶۲ (۰٫۲۷۰) ۰٫۱۶۶ (۰٫۱۶۳) ۰٫۰۹۷ (۰٫۱۰۱) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۱) ۱۰ ۲

۰٫۷۶۹ (۰٫۷۸۰) ۰٫۵۴۵ (۰٫۵۴۳) ۰٫۳۱۷ (۰٫۳۱۸) ۰٫۱۴۵ (۰٫۱۴۳) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۵) ۳۰

۰٫۹۲۶ (۰٫۹۲۶) ۰٫۷۳۵ (۰٫۷۳۵) ۰٫۴۴۵ (۰٫۴۵۹) ۰٫۱۸۷ (۰٫۱۹۷) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۱) ۵۰

۰٫۹۹۷ (۰٫۹۹۸) ۰٫۹۴۲ (۰٫۹۴۵) ۰٫۶۸۵ (۰٫۶۸۳) ۰٫۲۸۱ (۰٫۲۸۲) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۷) ۱۰۰

۰٫۵۹۵ (۰٫۵۸۷) ۰٫۴۰۷ (۰٫۳۹۹) ۰٫۲۴۵ (۰٫۲۴۳) ۰٫۱۲۵ (۰٫۱۲۹) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۷) ۱۰ ۳

۰٫۹۴۸ (۰٫۹۵۲) ۰٫۷۷۶ (۰٫۷۷۸) ۰٫۴۸۵ (۰٫۴۸۲) ۰٫۲۰۵ (۰٫۲۰۸) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۷) ۳۰

۰٫۹۹۵ (۰٫۹۹۶) ۰٫۹۲۵ (۰٫۹۳۰) ۰٫۶۵۹ (۰٫۶۵۰) ۰٫۲۷۵ (۰٫۲۸۶) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۸) ۵۰

۰٫۹۹۹ (۱٫۰۰۰) ۰٫۹۹۶ (۰٫۹۹۷) ۰٫۸۹۱ (۰٫۸۹۸) ۰٫۴۲۶ (۰٫۴۲۵) ۰٫۰۵ (۰٫۰۴۸) ۱۰۰

۰٫۸۱۲ (۰٫۸۱۴) ۰٫۵۹۹ (۰٫۵۸۶) ۰٫۳۶۷ (۰٫۳۶۷) ۰٫۱۷۱ (۰٫۱۷۲) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۹) ۱۰ ۵

۰٫۹۹۵ (۰٫۹۹۷) ۰٫۹۳۳ (۰٫۹۴۳) ۰٫۶۸۷ (۰٫۷۰۱) ۰٫۳۰۰ (۰٫۲۹۷) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۷) ۳۰

۰٫۹۹۹ (۱٫۰۰۰) ۰٫۹۹۱ (۰٫۹۹۴) ۰٫۸۵۴ (۰٫۸۶۴) ۰٫۴۰۸ (۰٫۴۰۵) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۰) ۵۰

۱٫۰۰۰ (۱٫۰۰۰) ۰٫۹۹۹ (۱٫۰۰۰) ۰٫۹۸۲ (۰٫۹۸۴) ۰٫۶۱۹ (۰٫۶۱۸) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۱) ۱۰۰

۰٫۹۳۵ (۰٫۹۷۱) ۰٫۷۷۸ (۰٫۷۹۲) ۰٫۵۲۸ (۰٫۵۳۳) ۰٫۲۴۸ (۰٫۲۴۸) ۰٫۰۵ (۰٫۰۶۵) ۱۰ ۱۰

۰٫۹۹۹ (۰٫۹۹۹) ۰٫۹۸۶ (۰٫۹۹۳) ۰٫۸۵۵ (۰٫۸۷۲) ۰٫۴۳۹ (۰٫۴۳۲) ۰٫۰۵ (۰٫۰۶۴) ۳۰

۰٫۹۹۹ (۱٫۰۰۰) ۰٫۹۹۹ (۱٫۰۰۰) ۰٫۹۵۸ (۰٫۹۷۰) ۰٫۵۸۴ (۰٫۵۹۲) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۷) ۵۰

۱٫۰۰۰ (۱٫۰۰۰) ۰٫۹۹۹ (۱٫۰۰۰) ۰٫۹۹۸ (۰٫۹۹۹) ۰٫۸۱۰ (۰٫۸۲۶) ۰٫۰۵ (۰٫۰۵۸) ۱۰۰

که م دهند نشان نتایج

م یابند. افزایش q و n ، m مقادیر به نسبت تجربی و مجانبی توان های الف)

م رسند. ی به توان ها شود، نزدی ی به q و باشند بزرگ n و m مقادیر اگر ب)

است. ی برابر q مقادیر از برخ ازای به آزمون مجانبی توان ج)
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مفصل رد روی ایران: در فلاکت شاخص و جرم نرخ وابستگ مدل سازی

مبنا

۴ ج ، رحمان ۳ ع برآورده، دست ۲ ع ، دولت ۱ ی ، خلیل

مشهد فردوس اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه ۱,۲

یزد اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه ۳

یزد استان برنامە ریزی، و مدیریت سازمان ۴

یده چ

در جنایت و جرم بر م توانند که هستند منف اقتصادی عوامل از درآمدها توزیع در نابرابری و اری بی تورم،

این م شود. گفتە  فلاکت شاخص اری، بی نرخ و تورم نرخ مجموع به اقتصاد، ادبیات در باشند. تاثیرگذار جامعه

۱۳۹۴ −۱۳۷۸ سال های دادە های اساس بر سرقت، جرم نرخ و فلاکت شاخص متغیر دو رابطە ی مدل سازی به مقاله

برای سپس و شده داده برازش دادە ها به پانل برداری خودبازگشت مدل ی نخست م پردازد. کشور استان های

کردن پیدا برای رگرسیون مدل ی قالب در آن ها توزیع ویژگ های از متغیر، دو این بین وابستگ مدل سازی

است. شده استفاده مناسب (مفصل) وابستگ ساختار ی
1yasaman.khalili@um.ac.ir
2alidolati@um.ac.ir
3dastbaravarde@yazd.ac.ir
4

۴۱



ج. ، رحمان ع.، برآورده، دست ع.، ، دولت ی.، ، ۴۲خلیل

مفصل فلاکت، شاخص تورم، اری، بی کلیدی: کلمات

مقدمه ۱

نرخ و نشود استفاده بە خوبی جامعه کار نیروی از م شود باعث که عارضە ای بە عنوان اری بی
م شود، انات ام از آن ها محرومیت و جامعه از بخش هایی خرید قدرت کاهش باعث که تورم
مجموع به اقتصاد، ادبیات در هستند. جوام در اقتصادی نابرابری و فقر ایجادکنندە ی عوامل از
نرخ مانند متغیرهایی تاثیر زمینه در م شود. گفتە  فلاکت شاخص اری، بی نرخ و تورم نرخ
زیادی پژوهش های جنایت و جرم میزان بر طلاق نرخ و شدن صنعت نرخ فلاکت، نرخ اری، بی
زودتر که جرم هایی از ی .[۷ ،۶ ،۴ ،۳ ،۲ ،۱] است شده انجام کشور از خارج و داخل در
به مقاله این است. سرقت م کند، پیدا نمود جامعه در و م گیرد قرار اقتصادی مسائل تاثیر تحت
سال های دادە های اساس بر سرقت، جرم نرخ و فلاکت شاخص متغیر دو بین رابطە ی مدل سازی
دادە ها به پانل برداری خودبازگشت مدل ی نخست م پردازد. کشور استان های ۱۳۹۴ −۱۳۷۸

آن ها توزیع ویژگ های از متغیر، دو این بین وابستگ مدل سازی برای سپس و شده داده برازش
لار اس قضیە ی از استفاده با است. شده استفاده مناسب مبنا مفصل رگرسیون مدل ی قالب در
F که بود خواهد H(x, y) = C(F (x), G(y)) بە صورت (X,Y ) برای مناسب تواًم توزیع [۵]ی
به متناظر توأم ال چ تابع است. دادە ها به شده برازش مفصل C و حاشیە ای توزیع های G و

صورت

h(x, y) = f(x)g(y)c(F (x), G(y))

تابع از استفاده با است. مفصل ال چ c و G و F متناظر ال چ توابع g و f آن در که است
زیر صورت به مبنا مفصل رگرسیون

E(Y |X = x) =
∫∞

۰ yg(y)c(F (x)G(y))dy (۱)

=
∫ ۱

۰ G−۱(v)c(u, v)dv

م آید. دست به فلاکت نرخ و سرقت جرم نرخ متغیر دو توصیف برای رگرسیون رابطە ای

۴۲



آن کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار ۴۳هفتمین

استفاده مورد دادە های ۲

سرقت، جرم انواع به مربوط دادە های است، گرفته قرار استفاده مورد مقاله این در که دادە هایی
مربوط دادە های است. ۱۳۹۴ تا ۱۳۷۸ سال های ط ایران استان های در اری بی نرخ و تورم نرخ
فصل های از سرقت و اری بی نرخ به مربوط دادە های و مرکزی بانک سایت از تورم نرخ به
فلاکت شاخص اند. شده گرفته آمار مرکز آماری سالنامە های «امورقضایی» و « انسان «نیروی
در شده ارائه روش به توجه با سرقت جرم شاخص و اری بی نرخ و تورم نرخ مجموع بە صورت

است. شده محاسبه ،[۱]

پژوهش دست آوردهای ۳

بە عنوان جرم نرخ اریتم ل از فلاکت شاخص و سرقت جرم نرخ متغیر ارتباط مدل سازی برای
مدل های است. شده استفاده مدل ها در توضیح متغیر بە عنوان فلاکت شاخص و پاس متغیر
برداری خودبازگشت مدل آن ها بین از که شد داده برازش دادە ها به زیادی سری زمان و رگرسیون
مناسب (مفصل) وابستگ ساختار کردن پیدا برای مدل این باق ماندە های از بود. مناسب تر پانل

است. شده استفاده

دادە ها خودهمبستگ آزمون ۱ .۳

استفاده بریچ⁃گادفری خودهمبستگ آزمون از ، پانل دادە های در خودهمبستگ بررس برای
بە دست احتمال مقدار و ۲۴۶٫۲۲ با برابر آزمون این برای آمده بە دست آمارە ی مقدار است. شده

م کند. تایید را دادە ها در خودهمبستگ وجود که است ۲٫۲e−۱۶

۴۳



ج. ، رحمان ع.، برآورده، دست ع.، ، دولت ی.، ، ۴۴خلیل

پانل برداری خودبازگشت مدل ۲ .۳

فلاکت شاخص و (ⅭR) سرقت جرم نرخ متغیرهای ارتباط برای پانل برداری خودبازگشت مدل
است شده گرفته نظر در زیر بە صورت (ⅯI)

log(CRit) = α۰ + α۱ log(CRit−۱) + α۲ log(CRit−۲) + α۳ log(MIit−۱) + α۴ log(MIit−۲) + εit,

log(MIit) = β۰ + β۱ log(CRit−۱) + β۲ log(CRit−۲) + β۳ log(MIit−۱) + β۴ log(MIit−۲) + εit,

(۲)

برازش نتایج است. (سال) زمان اندیس t = ۱, . . .۱۷ و استان ها تعداد i = ۱, . . . ,۲۸ آن در که
است. شده گزارش ۱ جدول در مدل

پانل برداری خودبازگشت مدل برآورد نتایج :۱ جدول

وابسته متغیرهای مستقل متغیرهای
log(MI) log(CR)

۲٫۳۰۴۶ −۰٫۳۷۲۲ شده برآورد ضریب مبدا از عرض
(۰٫۱۶۲۱۶) (۰٫۲۳۸۳۱) استاندارد خطای
[۱۴٫۲۱۱۷] [−۱٫۵۶۱۹۰] t آمارە ی

۰٫۱۷۳۶ ۰٫۹۶۷۹ شده برآورد ضریب log(CRit−۱)

(۰٫۰۳۲۰۳) (۰٫۰۴۷۰۷) استاندارد خطای
[۵٫۴۲۱۶۷] [۲۰٫۵۶۲۰] t آمارە ی
−۰٫۱۳۸۸ −۰٫۰۶۸۶ شده برآورد ضریب log(CRit−۲)

(۰٫۰۳۳۷۱) (۰٫۰۴۹۵۴) استاندارد خطای
[−۴٫۱۱۹۹۶] [−۱٫۳۸۵۰۸] t آمارە ی

۰٫۶۳۷۱ ۰٫۱۳۶۳ شده برآورد ضریب log(MIit−۱)

(۰٫۰۴۴۴۶) (۰٫۰۶۵۳۴) استاندارد خطای
[۱۴٫۳۳۰۳] [۲٫۰۸۷۰۳] t آمارە ی
−۰٫۴۰۱۵ ۰٫۲۱۵۱ شده برآورد ضریب log(MIit−۲)

(۰٫۰۴۴۲۰) (۰٫۰۶۴۹۵) استاندارد خطای
[−۹٫۰۸۴۹۵] [۳٫۳۱۱۷۸] t آمارە ی

۰٫۳۷۷ ۰٫۸۵۱ R۲

−۰٫۳۰۵ ۰٫۴۶۴ AIC

−۰٫۲۵۷ ۰٫۵۱۲ BIC

۶۲٫۸۱ ۵۹۶٫۷۹ F

AIC=۰٫۱۵۷ BIC= ۰٫۲۵۳

۴۴



آن کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار ۴۵هفتمین

برداری خودبازگشت مدل براساس شده پیش بین مقادیر و شده مشاهده مقادیر نمودار ،۱ ل ش
دادە ها برای مناسبی برازش مدل، این ۱ جدول نتایج و نمودارها به توجه با م دهد. نشان را پانل

است.
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پانل برداری خودبازگشت مدل براساس شده پیش بین و مشاهدە شده مقادیر نمودار :۱ ل ش

حاشیە ای توزیع های برازش ۳ .۳

گمبل و وایبل ل نرمال، نرمال، گاما، توزیع های دادە ها، به مناسب حاشیە ای توزیع برازش برای
مقدار ،(logL) درستنمایی تابع اریتم ل ،BIC ،AIC شاخص های شدە اند. داده برازش دادە ها به
جدول در مناسب حاشیە ای توزیع انتخاب برای p-value و کولموگروف⁃اسمیرنف آزمون آماره
متغیر اریتم ل برای گاما حاشیە ای توزیع که م دهد نشان ۲ جدول نتایج است. شده آورده ۲

۴۵



ج. ، رحمان ع.، برآورده، دست ع.، ، دولت ی.، ، ۴۶خلیل

حاشیە ای توزیع برازش :۲ جدول

p-value K-S logL BIC AIC پارامترها توزیع متغیر
۰٫۰۷۶۸ ۰٫۰۵۸۵ −۵۵۱٫۸۱ ۱۱۱۵٫۹۵ ۱۱۰۷٫۶۲ α̂ = ۸۷٫۷۰, β̂ = ۱۲٫۰۹ گاما سرقت جرم شاخص اریتم ل
۰٫۰۲۷ ۰٫۰۶۶ −۵۵۵٫۴۳ ۱۱۲۳٫۱۹ ۱۱۱۴٫۸۶ µ̂ = ۷٫۲۵, σ̂ = ۰٫۷۷ نرمال
۰٫۰۳۹ ۰٫۰۶۴ −۵۵۰٫۹۹ ۱۱۱۴٫۳۲ ۱۱۰۵٫۹۹ µ̂ = ۱٫۹۷, σ̂ = ٫۱۰۶ ل نرمال
۰٫۰۰۷ ۰٫۰۷۶ −۵۷۹٫۳۶ ۱۱۷۱٫۰۶ ۱۱۶۲٫۷۲ α̂ = ۹٫۸۱, β̂ = ۷٫۶۰۴ وایبل
۰٫۰۰۹ ۰٫۰۷۴ −۵۵۷٫۸۸ ۱۱۲۸٫۱۰ ۱۱۱۹٫۷۷ α̂ = ۶٫۸۷, β̂ = ۰٫۶۸ گمبل
۰٫۰۷۸ ۰٫۰۵۸ −۲۰٫۹۹ ۵۴٫۳۲ ۴۵٫۹۹ α̂ = ۱۷۵٫۸۶, β̂ = ۵۲٫۳۴ گاما فلاکت شاخص اریتم ل
۰٫۱۴۸ ۰٫۰۵۲ −۲۴٫۲۵ ۶۰٫۸۳ ۵۲٫۵۰ µ̂ = ۳٫۳۵, σ̂ = ۰٫۲۵ نرمال
۰٫۰۰۳ ۰٫۰۸۱ −۱۹٫۹۳ ۵۲٫۲۰ ۴۳٫۸۷ µ̂ = ۱٫۲۰, σ̂ = ۰٫۰۷ ل نرمال

۳٫۹۰۵e−۰۵ ۰٫۱۰۶ −۵۷٫۷۵ ۱۲۷٫۸۴ ۱۱۹٫۵۱ α̂ = ۱۳٫۵۲, β̂ = ۳٫۴۸ وایبل
۰٫۱۷۸ ۰٫۰۵۰ −۳۰٫۶۱ ۷۳٫۵۶ ۶۵٫۲۳ α̂ = ۳٫۲۳, β̂ = ۰٫۲۲ گمبل

توزیع های فلاکت، شاخص متغیر اریتم ل برای گمبل، حاشیە ای توزیع و سرقت جرم شاخص
هستند. مناسبی

باق ماندە ها برای مناسب مفصل انتخاب ۴ .۳

وابستگ ساختار یافتن برای مدل این باق ماندە های از دادە ها، در خودهمبستگ وجود به توجه با
[۵] جو و فرانک گامبل، استیودنت، ت نرمال، مفصل های است. شده استفاده مناسب (مفصل)
کرامر⁃ آمارە ی با برازش ویی نی آزمون نتایج (۳) جدول شدە اند. داده برازش باقیماندە ها به
نتایج به توجه با م دهد. نشان را شده بیان مفصل های برای آن  احتمال مقدار و (Sn) ون⁃میسز

مناسب مفصل انتخاب برای برازش ویی نی آزمون نتایج :۳ جدول

p-value Sn آماره BIC AIC شده برآورد پارامتر مفصل

۰٫۰۱۳ ۰٫۰۴۲۳ ۱٫۴۴ −۲٫۶ ۰٫۱۱ نرمال

۰٫۰۱۱ ۰٫۰۴۱۳ ۶٫۳ −۱٫۷۸ ۰٫۱۱ ت

۰٫۱۴۲ ۰٫۰۲۸۹ −۱٫۶۸ −۵٫۷۲ ۱٫۰۹ گامبل

۰٫۰۱۶ ۰٫۰۳۶۳ −۰٫۰۹ −۴٫۱۳ ۰٫۷۴ فرانک

۰٫۲۳۱ ۰٫۰۲۸۷ −۲٫۴۴ −۶٫۴۸ ۱٫۱۴ جو

وابستگ ساختار برای مناسبی های مفصل جو و گامبل مفصل های احتمال، مقادیر ،۳ جدول
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هستند: دادها
Cθ(u, v) = exp(−[(− ln u)θ + (− ln v)θ]

۱
θ ), θ ≥ ۱ گامبل: مفصل •

Cθ((u, v) = ۱ −
(
(۱ − u)θ + (۱ − v)θ − (۱ − u)θ(۱ − v)θ

) ۱
θ , θ ≥ ۱ جو: مفصل •

باشد ی برابر آن ها پارامتر زمان که جو، و گامبل مفصل های پارامتر، مقادیر به توجه با
پارامتری مقادیر به توجه با مفصل ها، این بنابراین م دهند. نشان را استقلال حالت ،(θ = ۱)

هستند. نزدی استقلال به دارند، که

مبنا مفصل رگرسیون تابع ۵ .۳

محاسبه رگرسیون تابع (۱) رابطە ی در جو و فرانک گامبل، ، ت نرمال، مفصل های دادن قرار با
آمده بە دست مفصل ها از ی هر برای ،(ŷ) X = x شرط به Y ریاض امید برآورد و است شده
نشان را مختلف مفصل های برای آمده بە دست امیدریاض مقادیر آماری خلاصه ۴ جدول است.
بیان مفصل های از ی هر برای شده برآورد رگرسیون توابع جعبە ای نمودار ،۲ ل  ش م دهد.

رگرسیون تابع برای شده برآورد مقادیر آماری خلاصه :۴ جدول

مفصل ŷ Min Q۱ Med Mean Q۳ Max

دادە ها y ۵٫۶۴۰ ۶٫۵۹۹ ۷٫۲۲۵ ۷٫۲۵۱ ۷٫۷۷۸ ۹٫۳۵۹

نرمال ŷ۱ ۶٫۸۵۰ ۷٫۲۰۱ ۷٫۲۶۱ ۷٫۲۵۶ ۷٫۳۲۲ ۷٫۴۱۴

ت ŷ۲ ۶٫۷۹۱ ۷٫۲۰۲ ۷٫۲۵۹ ۷٫۲۵۵ ۷٫۳۱۹ ۷٫۴۱۹

گمبل ŷ۳ ۷٫۰۲۹ ۷٫۱۸۲ ۷٫۲۳۵ ۷٫۲۵۳ ۷٫۳۱۵ ۷٫۵۲۷

فرانک ŷ۴ ۷٫۰۹۴ ۷٫۱۸۰ ۷٫۲۶۴ ۷٫۲۵۹ ۷٫۳۴۷ ۷٫۴۰۵

جو ŷ۵ ۷٫۱۶۳ ۷٫۱۸۲ ۷٫۲۱۶ ۷٫۲۵۰ ۷٫۲۹۴ ۷٫۵۷۲

شاخص وابستگ ساختار ،۳ جدول در که آمده بە دست نتایج به توجه با م دهد. نشان را شده
که نیست انتظار از دور دلیل همین به است. نزدی استقلال به سرقت جرم نرخ و فلاکت
۴ جدول نتایج باشند. داشته برابری میانگین های مختلف، مفصل های تحت شده برازش مقادیر
رگرسیون)، (تابع فلاکت شاخص شرط به سرقت جرم نرخ شرط امیدریاض که م دهد نشان
بنابراین است. نزدی سرقت(۷٫۲۵۱) جرم نرخ اریتم ل امیدریاض به مختلف، مفصل های برای
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رگرسیون تابع برای شده برآورد مقادیر جعبە ای نمودار :۲ ل ش

نمود. پیشنهاد آن ها وابستگ برای مفصل اساس بر مناسبی رگرسیون مدل نم توان

نتیجە گیری

انجام زیادی پژوهش های اقتصادی، کلان متغیرهای و جرم متغیر میان وابستگ مدل سازی برای
متغیرهای و جرم میان که دادە اند نشان مطالعات این شد. اشاره آن ها از برخ به که است شده
در شده استفاده مدل های از برخ پژوهش این در دارد. وجود وابستگ اری بی و تورم نرخ
آنالیز ، پانل رگرسیون مدل های قرارگرفت. بازبین مورد ایران، دادە های روی قبل پژوهش های
برازش دادە ها به پانل برداری خودبازگشت مدل و گاما پاس با تعمیم یافته خط مدل کواریانس،
فلاکت شاخص متغیر دو بین ضعیف بسیار رابطە ی نشان دهندە ی مدل ها این نتایج شد. داده
م رسد نظر به بود. نشده اشارە ای آن  به شده انجام پژوهش های در که بودند سرقت جرم و
مدل ها بودن مناسب بررس و مدل ها روی فرض های بررس به مدل، برازش از بعد ران پژوهش
خطاها بودن نرمال ، قبل شده استفاده مدل های روی اساس فرض این که به توجه با نپرداختە اند.
از استفاده با سپس است. اعتمادتر قابل مفصل راهبرد از استفاده نیست، برقرار فرض این و است
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وابستگ متغیر دو این میان م رسد بە نظر نتایج طبق که است گرفته صورت مدل سازی مفصل تابع
آمده بە دست رسم نهادهای در موجود آمار به توجه با نتایج این مستقلند. هم از و ندارد وجود
متغیرهای به باید فلاکت، شاخص و جرم نرخ بین رابطە ی مطالعە ی در م رسد نظر به است.
شهرنشین شاخص شدن، صنعت شاخص ، داخل ناخالص تولید ، بانک بهره نرخ مانند ری دی

کوچ گام تحقیق این شود. توجه کنند، کم مدل سازی بهبود به م توانند که آن ها مانند و
رف با م رود انتظار ادامه در که بود سرقت جرم و فلاکت شاخص متغیر ارتباط بررس جهت در

از گردد. فراهم موضوع این مورد در پژوهش علم تحقیقات انجام برای زمینه شده، یاد موان
اطلاعات جم آوری زمینە ی در مدیریت ضعف به نوع به واق در که پژوهش این محدودیت های
در بە طوری که دادە ها نبودن کامل −۱ از عبارتند برم گردد، کشوری سط در مناسب دادە های و
که استان ها بندی تقسیم تغییر −۲ است. نشده ثبت آماری سالنامە های در جرم نرخ سال ها برخ
استان مثال برای است. نگرفته صورت استان ها بندی تقسیم در تغییرات با دادە ها سازی همسان 

تفکی به دقیق، آمار سال، این از قبل اما شده تقسیم استان سه به ۱۳۸۴ سال از بعد خراسان
محدودیت باعث که مختلف سال های در جرائم عناوین تغییر ندارد. ۳− وجود استان سه این برای
عناوین مورد در ابهام ها از دوری برای است لازم است. شده بررس مورد زمان سری انتخاب در

یرد. ب صورت سان سازی ی مربوطه مراج سوی از جرم ها،

مراج

و سیستان استان بر تاکید با کشور مناطق در جرم اقتصادی عوامل بررس محمد. جعفری، [۱]
اه دانش اقتصادی، علوم ارشد کارشناس پایان نامه .۱۳۹۴ −۱۳۸۸ سال های ط بلوچستان

.۱۳۹۸ یزد،

نشریه ایران. در جنایت و جرم بر فلاکت شاخص تاًثیر بررس روح اله. نظری، و یداله. دادگر، [۲]
.۱۳۹۲ ،۸۶ −۶۳ ش۹۹، اقتصادی، سیاست های و مطالعات

وی ال چند از استفاده با ایران در جنایت و جرم بررس روح اله. نظری، و یداله. دادگر، [۳]
.۱۳۹۴ ،۷۹ −۵۹ ش۷۳، ، حقوق تحقیقات فصلنامه اقتصادی.
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تلفیق دادە های رهیافت ایران: در جرم و اری بی بین رابطە ی بررس حسین. عباس نژاد، [۴]
.۱۳۹۱ ،۸۶ −۶۵ ش۶۴، اقتصادی، سیاست های و پژوهش ها فصلنامه . استان بین

[5] Nelsen, R.B. (2006). An Introduction to Copulas. Second Edition. Springer, New

York.

[6] Rosenfeld, R. and Levin, A. Acquisitive crime and inflation in the United States:

1960–2012. Journal of quantitative criminology, 32(3) (2016), 427-447.

[7] Speziale, N. Does unemployment increase crime? Evidence from Italian provinces.

Applied Economics Letters, 21(15) (2014), 1083-1089.
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رد روی و مفصل تابع اساس بر پرتفوی انتظار مورد کسری براورد

POT −GARCH

۲ غ برزادران، محتشم ۱ ف علیزاده،

مشهد فردوس اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه ۱,۲

یده چ

در دارد. بسزایی اهمیت آن تحلیل و گیری اندازه و م باشد مال بازارهای در ای پایه مفاهیم از ی ریس

شامل پرتفوی ی در انتظار مورد کمبود یعن ریس گیری اندازه های روش ترین مهم از ی برآورد مقاله این

ی در را آن سپس و م شود مطالعه آستانه از فراتر رد روی از استفاده و مفصل تابع اساس بر وابسته دارایی دو

م کنیم. برآورد SP و IBM شرکت سهام از دارایی دو شامل پرتفوی

مفصل تابع گارچ، مدل آستانه، از فراتر رد روی انتظار، مورد کسری خطر، معرض در ارزش کلیدی: کلمات

مقدمه ۱

افزایش از آن از بخش که جهان در مختلف نامطلوب حوادث گسترش دلیل به زمان گذشت با
شده بیشتر آینده درباره نااطمینان م گیرد، نشئت ... و سیاس ، اجتماع اقتصادی، فعالیت های

1fateme.alizade301073@gmail.com
2grmohtashami@um.ac.ir
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غ. برزادران، محتشم ف.، ۵۲علیزاده،

وجود آن از واحدی تعریف که است مال های بازار در پایە ای مفاهیم از ی ریس است.
تصور ی هر آمارشناسان و ریس پردازان نظریه رفتاری، علوم دانشمندان اقتصاددانان، ندارد.
و است شده تعریف اطمینان عدم عنوان به ریس سنت طور به البته دارند، ریس از خاص
یا و خسارت ی وقوع با مرتبط اطمینان عدم عنوان به ریس این جا در مفهوم، این اساس بر

تعریف م شود. زیان
ایجاد در مختلف عوامل که م شود مشخص مال نوسانات علل بررس با اخیر سال های در
سال نفت بحران جمله از بودە اند مؤثر (... و بانک ها (بیمە ها، مال بازارهای در نوسانات
نظیر طبیع رویدادهای و آسیا شرق جنوب در ۱۹۹۸ −۱۹۹۷ سال های مال بحران های ،۱۹۷۳

در اختلال ایجاد موجب مال بازارهای نوسانات آن تبع به و حوادث چنین بروز . سونام و زلزله
ارزیابی و گیری اندازه رو این از م شود. تولیدی حت و تجاری ، مال سازمان های فعالیت های
سهام ها، قیمت گذاری به م توان آن کاربردهای ترین مهم جمله از و م کند پیدا اهمیت ریس
فعالیت های پشتوانە ی که شرکت ۱ اقتصادی سرمایه تعیین و ریس با متناسب بیمه حق تعیین

کرد. اشاره م دهد، پوشش را انتظار حد از بالاتر ناگهان خسارت های و است مال

انتظار مورد کسری ۲

اندازه شیوه این است. ۲ خطر معرض در ارزش ریس گیری اندازه معیارهای ترین مهم از ی
⁃ ج موسسه توسط ۱۹۸۰ دهه اواخر در و کرد ارائه ۱۹۸۰ سال در ۳ گلدیمن تیل ابتدا را گیری
با مشخص زمان افق ی در را ن مم زیان حداکثر شاخص این یافت. گسترش ۴ مورگان پی
مثال عنوان به م شود، داده نشان V aRα نماد با و م کند بیان α معین احتمال سط ی به توجه
که اینست گویای روزه ی زمان بازه ی برای ۰٫۰۵ احتمال سط با خطر معرض در ارزش
بالاتر خطر معرض در ارزش مقدار از درصد ۵ احتمال با بعدی روز ط تحمیل زیان حداکثر
سری {pt} کنید فرض کرد. محاسبه بازده سری از استفاده با م توان را معیار این م رود.

1Economic Capital
2Value at Risk
3Till Guldimann
4J.P. Morgan
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Xt = log(pt) − log(pt−۱) صورت به ام t زمان در بازده باشد، مال دارایی نوع بهای زمان
م شود. تعریف

آن گاه باشد، FXt توزیع تابع با بازده سری ی {Xt} اگر .۱ .۲ تعريف

V aRα(Xt) = F−۱
Xt

(α) = inf{x;FXt(x) ≥ α} ; α ∈ (۰,۱).

.

زیان باشد، خطر معرض در ارزش با برابر دقیقا شرکت ی سرمایه مقدار کنیم فرض اگر
توانگری عدم نقطه V aR رو این از م کند بیشتر را شرکت توانگری عدم احتمال آن از بزرگتر
قرار توانگری عدم وضعیت در را شرکت ی که هایی زیان بررس م دهد. نشان را شرکت
ونه هیچ که معنا این به نم دهد نسان را موصوع این V aR شاخص ول است مهم بسیار م دهد
ضعف نقطه ی عنوان به م تواند مساله این بنابراین نم دهد توزیع دم سنگین به راج اطلاعات
جمع زیر عدم دلیل به معیار این ضعف نقاط از ر دی ی این بر علاوه شود، گرفته نطر در

این که شد معرف ۵ انتطار مورد کمبود نام به معیاری رو این از است، آن نبودن منسجم بودن
. م شود تعریف زیر صورت به و م دهد پوشش را ضعف نقاط

ES۱−α(X) = E(X | X ≥ V aR۱−α(X)); α ∈ (۰,۱). (۱)

پذیری تغییر بندی مدل ۳

آینده نوسانات بین پیش برای میشود تعریف واریانس صورت به اغلب که تغییرپذیری بندی مدل
واریانس باشد نظر مورد زمان سری {Xt} اگر م باشد. مال مطالعات در مهم مباحث از ی
اندازه را شرط اش میانگین از Xt انحراف در حتمیت عدم گذشته، مقادیر شرط به Xt شرط
حال از مقداری هر ازای به شرط واریانس کند پیروی ARIⅯA مدل نوع از Xt اگر م گیرد.
با است ن مم شرط واریانس عمل، در است. نوفه واریانس با برابر همیشه فرایند گذشته و
تصادف فرایند خود شرط واریانس رو این از و کند تغییر فرایند گذشته و جاری مقدارهای
5Expected shortfall
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م شود مشاهده مثال،اغلب برای م شود. یاد آن از شرط واریانس فرایند نام با اغلب که است
بزرگتری شرط واریانس بها، شدید تغییرات دوره ی از بعد سهام (ماهانه) روزانه بازده که
واریانس فرایند برای ۶ GARⅭH و ARⅭH مدل های، دارند. پایدار نسبتا دوره ی به نسبت
گذشته و جاری های داده اساس بر را (σt) آینده مقادیر پذیری تغییر بتوانیم آن با که شرط

کنیم، ویی پیش
:ARCH(q) مدل الف.

تغییر واریانس بندی مدل برای را (ARⅭH) اتورگرسیو شرط واریانس ناهم مدل ابتدا [۵]
معن به t−۱ اندیس و م شود نمایانده σ۲

t|t−۱ با شرط واریانس کرد. پیشنهاد زمان سری یابنده
صوری لحاظ از ARⅭH مدل است. t − ۱ زمان تا گذشته های بازده به نسبت کردن شرط
تاخیرهای زیان یا بازده دوم توان و پاس متغیر عنوان به شرط واریانس با رگرسیون مدل
بازده سری که م شود فرض ARⅭH(q) مدل در است. کم متغیرهای عنوان به گذشته

صورت به {Xt}

Xt = µ+ at , at = σ۲
t|t−۱εt, (۲)

σ۲
t|t−۱ = ω + α۱a

۲
t−۱ + α۲a

۲
t−۲...+ αqa

۲
t−q. (۳)

م شود، یاد ها نوآوری عنوان به آن از که {εt} مجهولند، ω و αi پارامترهای آن در که م شود تولید
εt و است واحد واریانس و صفر میانگین با توزیع هم و مستقل تصادف متغیرهای از ای دنباله

است. at−j از مستقل j = ۱,۲, ... برای
:GARCH(p, q) مدل ب.

p ، بازده دوم توان از تاخیر q بر علاوه شده، پیشنهاد [۱۲] و [۲] توسط که ر دی ردی روی
، یعن م کند. مدل وارد هم را شرط واریانس از تاخیر

σ۲
t|t−۱ = ω + α۱a

۲
t−۱ + ...+ αqa

۲
t−q + β۱σ

۲
t−۱|t−۲ + ...+ βpσ

۲
t−p|t−p−۱. (۴)

م شود. نامیده (GARⅭH) یافته تعمیم اتورگرسیو شرط واریانس ناهم مدل مرکب، مدل
شود.) مراجعه [۱] به زمان های سری مورد در بیشتر جزییات برای )

6Generalized Auto regressive Conditional Heteroscedasticity
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مفصل تابع ۴

وابستگ ساختار سازی مدل برای مفید ابزاری عنوان به ۷ مفصل توابع از اخیراستفاده ھای سال در
ها مفصل دارد. اقتصاد و بیمه علوم در بسیاری کاربرد و است یافته گسترش متغیر چند یا دو بین
از م کنند. برقرار ارتباط ها آن ای حاشیه توزیع و متغیره چند توزیع توابع بین که هستند توابع
پیروی استاندارد نواخت ی توزیع از آن ای حاشیه توزیع که است توزیع تابع خود مفصل طرف

م کند.

هرگاه، نامند مفصل تابع ی را C : [۰,۱]× [۰,۱] −→ [۰,۱] تابع .۱ .۴ تعريف
؛ u, v ∈ [۰,۱] هر برای .۱

C(u,۰) = C(۰, v) = ۰, C(u,۱) = u, C(۱, v) = v.

باشیم: داشته u۱ ≤ u۲, v۱ ≤ v۲ که طوری به u۱, u۲, v۱, v۲ ∈ [۰,۱] هر برای و .۲

C(u۲, v۲)− C(u۲, v۱)− C(u۱, v۲) + C(u۱, v۱) ≥ ۰.

تابع ای، حاشیه توزیع های بین رابطه است معروف [۱۱] لار اس قضیه نام با که ۱ .۱ قضیه
م کند. بیان را وابسته تصادف متغیر دو توام توزیع و مفصل

FX ای حاشیه توزیع وتوابع F (., .) توام توزیع تابع با تصادف بردار ی (X,Y ) اگر .۱ .۴ قضيه
ه: طوری به دارد وجود C : I۲ −→ I مفصل آنگاه باشند FY و

F (x, y) = C(FX(x), FY (y)) ; ∀x, y ∈ R.

RangeFX× روی تا ی صورت به صورت این غیر در تاست ی C آنگاه باشد پیوسته FY و FX اگر
قرار متناظر مفصل یافتن برای توام و ای حاشیه های توزیع داشتن با و شود م تعیین RangeFY

: داریم و v = FY (y) ، u = FX(x) م دهیم:

C(u, v) = F (F−۱
X (u), F−۱

Y (v)) ; ∀u, v ∈ [۰,۱].
7Copula Function

۵۵



غ. برزادران، محتشم ف.، ۵۶علیزاده،

⁃ ت مفصل تابع است شده استفاده نیز تحقیق این در که مفصل توابع از ی مثال برای
م باشد: زیر صورت به ν و θ پارامترهای با استودنت

C(u, v) =

∫ t−۱
ν (u)

−∞

∫ t−۱
ν (v)

−∞

۱
۲Π

√
۱ − θ۲

(۱ +
s۲ + t۲ − ۲θst
u(۱ − θ۲)

) dsdt; ν > ۰, θ ∈ [۰,۱].

شود.) مراجعه [۸] به مفصل توابع مورد در بیشتر جزییات (برای

انتظار مورد کسری برآورد ۵

مختلف پارامتری نیمه و ناپارامتری پارامتری، ردهای روی خطر معرض در ارزش برآورد برای
برای م باشد، آن پهن دم زیان و سود های داده توزیع آماری های ویژگ از ی است. شده ارائه
۸ حدی ارزش نظریه ران پژوهش خطر معرض در ارزش دربراورد پهن دم ویژگ گرفتن نظر در
یا ۹ آستانه از فراتر رد روی نظریه این ردهای روی از ی .((۱۹۹۷) نیل (م کردند معرف را
دست به را آستانه از فراتر مقادیر حدی توزیع و م پردازد توزیع دم بررس به که م باشد. POT

ول دارد وجود هیل نمودار جمله از مختلف های روش نیز u آستانه مقدار تعیین برای م آورد.
یریم. می نظر در ها داده پنجم و نود صدک را u مقدار مقاله این های داده بررس در

طبق نشان دهیم Fu(y) نماد با که هستند بیشتر آستانه از که مقادیری تجمع توزیع تابع اگر
با یعن زد تقریب ۱۰ یافته تعمیم پارتوی توزیع با را آن م توان (۱۹۷۲) هان و ما بال قضیە ی
پارامتر دو با که یافته تعمیم پارتوی توزیع به آستانه از فراتر مقادیر توزیع آستانه مقدار شدن بزرگتر

نزدی م شود.  است زیر فرم به آن توزیع تابع که β و ξ

Gξ,β,u(y) =


۱ − (۱ + ξ(

y

β
))−

۱
ξ ξ ̸= ۰

۱ − exp(−y
ξ
) ξ = ۰.

(۵)

زیر صورت به POT رد روی اساس بر خطر معرض در ارزش براورد ساده جبری محاسبات با
8Extreme value theory
9Peaks over threshols

10Generalized pareto distribution
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م باشد

V aR(۱−α)(X) = F̂−۱(۱ − α) = u+
β̂

ξ̂
[(
n

nu

α)−ξ − ۱]. (۶)

Xt = µ + که این از کند پیروی GARCH(p, q) مدل ی از زیان زمان سری که صورت در
یریم: می نتیجه σ۲

t|t−۱εt

V aR(۱−α)(Xt) = µ+ σ۲
t|t−۱V aR(۱−α)(εt). (۷)

دو بازده زمان سری که صورت این به باشیم داشته دارایی دو شامل پرتفوی ی اگر حال
صورت به را {X ′

t} و {Xt} وابسته دارایی

Xt = µ+ at , at = σ۲
t|t−۱εt, (۸)

X ′
t = µ′ + a′t , a′t = σ′۲

t|t−۱ε
′
t (۹)

عنوان به مفصل توابع از توان باشد،م پرتفوی این خطر معرض در ارزش برآورد هدف و باشد
کرد. برآورد را معیار این سپس و کرد استفاده وابستگ ساختار سازی مدل در مفید ابزاری

است زیر صورت به w۲ و w۱ های وزن با دارایی دو شامل پرتفوی ی بازده

rt = w۱Xt + (w۲)X
′
t ; w۱ + w۲ = ۱

گذاری سرمایه نظر مورد دارایی روی که هستند سرمایه از سهم w۲ و w۱ های وزن آن در که
است. شده

است. شده انجام زمینه این در که هستند مطالعات جمله از [۱۰] و [۷] ،[۶] ،[۳] ،[۹]
گارچ و آرچ های مدل از که طوری به مفصل تابع اساس بر انتظار مورد کسری محاسبه وریتم ال
معرض در ارزش برآورد برای POT رد روی اساس بر شود استفاده آینده نوسان بین پیش برای

م باشد: زیر صورت به خطر
توزیع و {X ′

t} و {Xt} زمان سری دو هر با مناسب شرط واریانس ناهم زمان سری مدل .۱
م کنیم. تعیین را ε′t و εt ای حاشیه

آنهارا با متناسب مفصل مدل دو هر در شده استاندارد های مانده وابستگ ساختار بررس ۲.با
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میدهیم. برازش
نظر مورد مفصل از داده زوج N = ۱۰۰۰۰۰ تعداد به کارلو مونت سازی شبیه از استفاده با .۳

م کنیم. تولید ی مرحله در شده مشخص ای حاشیه توزیع توابع با
ی مرحله مدل اساس بر زمان سری دو هر برای را جلو) به گام (ی آینده شرط واریانس .۴

م کنیم. بین پیش
معرض در ارزش کافیست α احتمال سط در پرتفوی خطر معرض در ارزش برآورد برای .۵

کنیم. محاسبه زیر رابطه از استفاده با را شده تولید سه مرحله از که دادە هایی خطر

r̂t+۱ = w۱(µ+ σ̂۲
t+۱|tε̂t+۱) + w۲(µ

′ + σ̂′۲
t+۱|tε̂

′
t+۱) (۱۰)

در ارزش از بزرگتر و آمده دست به ۳ مرحله در که هایی داده متوسط ۱ رابطه به توجه با .۶
نظر در انتظار مورد کمبود براورد عنوان به را م باشند ۵ مرحله در آمده دست به خطر معرض

م گیریم.

واقع داده در کاربرد ۶

ماهانه بازده های داده از پرتفویی در آینده ماه خطر معرض در ارزش برآورد به بخش این در
تعداد به ۲۰۱۱ تا ۱۹۲۶ سال از ، w۱ = w۲ =

۱
۲

یعن سان ی وزن های با SP و IBM سهام
ساختار بندی مدل برای و آینده نوسان بین پیش برای گارچ مدل از م پردازیم، مشاهده ۱۰۳۰

کرد. خواهیم استفاده مفصل تابع از آن ها بین وابستگ
م کنیم مشاهده م دهند، نشان را SP و IBM سهام بازده سری که ۱ و ۱ ل ش اساس بر
عبارت به هستند شدیدتری نوسانات دارای و شدند ناپایدار بسیار دورە ها از برخ در ها سری
که م شود نتیجه ۳ ل ش به توجه با همچنین م کند، تغییر زمان ط در شرط واریانس ر دی

هم م شود، انجام دادە ها در آرچ اثر وجود بررس برای که لیودل م آزمون پی⁃مقدارهای
دارد، وجود ها داده در ARCH نف به قوی شواهدی رسم طور به و معنادارند درصد ۵ سط در
م کنیم. استفاده گارچ و آرچ مدل های از جلوتر گام ی شرط واریانس بین پیش برای این بنابر
استودنت توزیع و GARCH(۱,۱) مدل ی م توان مدل، بهترین تشخیص های روش بررس با
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۴ ل ش در گرفت. نظر در زمان سری دو هر دادە های برای ها نوآوری برای υ آزادی درجه با
با ارتباط در زمان سری دو هر مدل شده استاندارد های مانده به مربوط چندک⁃چندک نمودار
و زمان سری دو مدل ضرایب شامل ۱ جدول و است شده رسم υ آزادی درجه با استودنت توزیع

م باشد. آینده ماه شرط واریانس بین پیش مقدار
برای برازش ویی نی آزمون از استفاده و شده استاندارد های مانده وابستگ ساختار بررس با
عنوان به υ = ۷٫۷۴۷۸ و θ = ۰٫۶۱۵۷ پارامترهای با ⁃استودنت ت مفصل ، مفصل بهترین یافتن
مفصل از داده زوج ۱۰۰۰۰۰ سازی شبیه با مرحله این از پس شد، انتخاب مفصل ترین مناسب
،۷̸۹۹۵۰۹ و ۶̸۵۷۳۰۹ آزادی درجات با استودنت ⁃ ت ای حاشیه توزیع توابع با ⁃استودنت ت
احتمال سطوح در انتظار مورد کمبود و خطر معرض در ارزش برآورد (۱۰) و ۱ جدول نتایج
حداکثر که است این دهنده نشان اعداد این است، شده محاسبه ۲ جدول در ۰̸۰۱ ،۰̸۰۵ ،۰̸۱

م رود. بالاتر مقادیر این از درصد α× ۱۰۰ احتمال با تنها آینده ماه ط تحمیل زیان

IBM سهام ماهانه بازده :۱ ل ش

زمان سری دو هر در آینده ماه شرط واریانس بین پیش و مدل ضرایب برآورد :۱ جدول

داده µ̂ ω̂ α̂۱ β̂۱ υ σ̂۲
t+۱|t

IBM ۱̸۳۵۵۹۸ ۳̸۳۴۸۷۵ ۰̸۱۰۴۹۰ ۰̸۸۲۷۲۴ ۶̸۵۷۳۰۹ ۵̸۳۹۷۵۱۳

SP ۰̸۲۲۸۴۰۶۸ ۰̸۹۴۶۳۴ ۰̸۱۳۲۲۶ ۰̸۸۳۴۵۹ ۷̸ ۹۹۵۰۹ ۵̸۰۶۷۷۱
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SP سهام ماهانه بازده :۲ ل ش

لیود⁃ل م آزمون های پی⁃مقدار :۳ ل ش

مختلف احتمال سطوح در انتظار مورد کسری و خطر معرض در ارزش برآورد :۲ جدول

(α)احتمال سط خطر معرض در ارزش برآورد انتظار مورد کسری برآورد

۰̸۰۱ −۱۱̸۹۶۵۰ −۱۲̸۳۲۶۵

۰̸۰۵ −۶̸ ۲۰۳۱ −۷̸۴۵۷۸

۰̸۱ −۴̸۴۲۳۳ −۵̸۶۵۴۸
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IBM استانداردشده های راست:مانده سمت نمودار ، SP استانداردشده های چپ:مانده سمت نمودار :۴ ل ش

نتیجە گیری ۷

اقتصاد در مسایل ترین مهم از ی عنوان به ریس تحلیل و گیری اندازه اخیر سال های در
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مقدمه ۱

توجه مورد مختلف علوم در منعطف و جدید توام توزیع های خانواده ساخت اخیر سال های در
خانواده ساخت برای مختلف روش های ران پژوهش راستا همین در است. گرفته قرار محققین
افزودن با تا کرد ارائه را روش (۱۹۹۷) ین مارشال⁃ال کردە اند. ارائه منعطف توزیع های
و کوندو ،(۲۰۱۱) اران هم و میرحسین شود. ساخته پذیر انعطاف مدل جدید پارامتری
و دورلیمن کردند. استفاده منعطف توزیع های خانواده ساخت برای روش این از (۲۰۱۴) گوپتا
توزیع های خانواده ساخت برای ری دی روش ل تغییرش توابع از استفاده با (۲۰۰۰) اران هم
مطالعات زمینه این در (۲۰۱۰) اران هم و دورانته و (۲۰۰۵) موریلاس کردند. ارائه منعطف

با (۲۰۲۱) اران هم و برزادران محتشم و (۲۰۱۹) اران هم و برزادران محتشم دادند. انجام
سیستم های زیر تعداد با سری⁃موازی و موازی⁃سری مدل های ساخت به روش دو این از استفاده
ساخت در مفید ابزارهای از ی کردند. بررس را آن ها مختلف ویژگ های و پرداخته تصادف
مرتبط حاشیە ای توزیع توابع با را توام توزیع تابع که هستند مفصل توابع وابسته توزیع های خانواده
F۱(.) حاشیە ای توزیع توابع و F (., .) توام توزیع با تصادف بردار ی (X,Y ) کنید فرض م کنند.

داریم لار(۱۹۵۹)) (اس لار اس قضیه به بنا آنگاه باشند F۲(.) و ،

F (x, y) = D(F۱(x), F۲(y)), ∀(x, y) ∈ R۲,

است. (X,Y ) برای تا ی مفصل تابع D(., .) که

داده شرح تصادف سیستم های زیر تعداد با سری⁃موازی و موازی⁃سری مدل دوم بخش در
سیستم های زیر تعداد با سری⁃موازی مدل مجهول پارامترهای برآورد برای روش است. شده
شبیه از استفاده با چهارم بخش در است. شده ارائه سوم بخش در جدید دیدگاه با تصادف
شدت دادە های برای شده ارائه برآورد روش است. شده ارزیابی قبل بخش برآوردگرهای سازی

است. شده اعمال پنجم بخش در باد وزش
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تصادف سیستم های زیر تعداد با سری⁃موازی و موازی⁃سری مدل های ۲

شده معرف تصادف سیستم های زیر تعداد با سری⁃موازی و موازی⁃سری مدل دو بخش این در
به (۲۰۲۱) اران هم و برزادران محتشم و (۲۰۱۹) اران هم و برزادران محتشم است.

کردند. بررس را آن ها ویژگ های و پرداخته توزیع ها خانواده این ساخت

تعداد با موازی⁃سری سیستم دو : تصادف سیستم های زیر تعداد با موازی⁃سری مدل الف)
متغیرهای i, l = ۱, . . . , N برای کنید فرض یرید. ب نظر در را N تصادف سیستم های زیر
سیستم زیر l⁃امین و اول سیستم در سیستم زیر i⁃امین عمر طول ترتیب به Yl و Xi تصادف
توزیع هم و مستقل مولفه m شامل سیستم زیر هر کنید فرض همچنین باشند. دوم سیستم در
این بر علاوه باشند. دوم و اول سیستم در F۲(.) و F۱(.) حاشیە ای توزیع توابع با ترتیب به
از و کنند پیروی F (., .) توزیع از و بوده وابسته هم به دوم و اول سیستم در i⁃ام مولفه
به T۲ = max{Y۱, . . . , YN} و T۱ = max{X۱, . . . , XN} صورت این در باشند. مستقل N

زیر رابطه از (T۱, T۲) توام توزیع تابع و م باشند دوم و اول سیستم با متناظر عمر طول ترتیب
م آید بدست

HT۱,T۲(x, y) = g
(
۱ − F̄m

۱ (x)− F̄m
۲ (y)− F̄m(x, y)

)
,

بقا تابع با متناظر بقا مفصل D̂(., .) اگر همچنین است. ل ش تغییر تابع g(.) آن در که
بصورت HT۱,T۲(., .) توام توزیع تابع با متناظر مفصل لار اس قضیه به بنا آنگاه باشد F̄ (., .)

است زیر

Cg(D)(u, v) = g
(
g−۱(u) + g−۱(v)− ۱ + D̂m

(
(۱ − g−۱(u))۱/m, (۱ − g−۱(v))۱/m)) .

تعداد با سری⁃موازی سیستم دو : تصادف سیستم های زیر تعداد با سری⁃موازی مدل ب)
برای Yl و Xi تصادف متغیرهای کنید فرض یرید. ب نظر در را N تصادف سیستم های زیر
در سیستم زیر l⁃امین و اول سیستم در سیستم زیر i⁃امین عمر طول ترتیب به i, l = ۱, . . . , N

توزیع هم و مستقل مولفه m شامل سیستم زیر هر کنید فرض این بر علاوه باشند. دوم سیستم
مولفه همچنین باشند، دوم و اول سیستم در F̄۲(.) و F̄۱(.) حاشیە ای بقا توابع با ترتیب به
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ه بطوری کنند پیروی F̄ (., .) توام بقا توزیع از و بوده وابسته هم به دوم و اول سیستم در i⁃ام

T۲ = min{Y۱, . . . , YN} و T۱ = min{X۱, . . . , XN} صورت این در باشد. مستقل N از
زیر رابطه از (T۱, T۲) توام بقا تابع و است دوم و اول سیستم با متناظر عمر طول ترتیب به

م شود حاصل

H̄T۱,T۲(x, y) = g (۱ − Fm
۱ (x)− Fm

۲ (y)− Fm(x, y)) , (۱)

توزیع تابع با متناظر مفصل D(., .) اگر این بر علاوه است. ل ش تغییر تابع g(.) آن در که
از لار اس قضیه از استفاده با H̄T۱,T۲(., .) توام بقا تابع با متناظر مفصل آنگاه باشد F (., .)

م آید بدست زیر رابطه

Ĉg(D)(u, v) = g
(
g−۱(u) + g−۱(v)− ۱ +Dm

(
(۱ − g−۱(u))۱/m, (۱ − g−۱(v))۱/m)) .

تعداد با سری⁃موازی مدل پارامترهای ماکسیمم نمایی درست و گشتاوری برآورد بعد بخش در
را است شده مشاهده Ĉg(D)(., .) مفصل از تصادف نمونە ای که زمان تصادف سیستم های زیر

م آوریم. بدست

برآورد ۳

توام بقای تابع با توزیع هم و مستقل تصادف بردارهای (Tk,۱, Tk,۲) ،. . . ،(T۱,۱, T۱,۲) کنید فرض
α۲ و α۱ پارامترهای با ترتیب به نمایی توزیع دارای F۲(.) و F۱(.) حاشیە ای توزیع توابع و (۱)
شده مشاهده Ĉg(D)(., .) بقا مفصل از تصادف نمونە ای که فرض این با بخش این در باشند.

م آوریم. بدست را θ و α۲ ،α۱ برای ماکسیمم درست نمایی و گشتاوری برآوردگرهای است،

گشتاوری برآورد

م شود. برآورد جامعه گشتاور نمونه، گشتاور از استفاده با روش این در
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برآوردگر کندال تاو ضریب معکوس روش از استفاده با :( وابستگ پارامتر (برآورد اول گام
م شود حاصل زیر معادله حل از θ̃ گشتاوری

τ̃ − τ(θ) = ۰, (۲)

مفصل با متناظر کندال تاو τ(θ) و τ̃ =
۲

n(n− ۱)
∑

i<j sgn ((Ti,۱ − Tj,۱)(Ti,۲ − Tj,۲)) آن در که
است. Ĉg(u, v) بقاء

حاشیە ای پارامترهای Tr حاشیە ای توزیع از استفاده با حاشیە ای): پارامترهای (برآورد دوم گام
رابطه از Tr تصادف متغیر اول گشتاور (۱) رابطه به توجه با م شوند. برآورد r = ۱,۲ برای αr

م آید بدست زیر
E(Tr) = αrBm,۱(θ),

رابطه از αr پارامتر گشتاوری برآوردگر نتیجه در است. Bm,۱(θ̃) =
∫ ۱

۰
g(۱ − wm)

۱ − w
dw آن در که

م شود حاصل زیر

α̃r =
T̄r

Bm,۱(θ̃)
, Bm,۱(θ̃) ̸= ۰, r = ۱,۲ (۳)

است. T̄r =
۱
k

∑k
i=۱ Ti,r آن در که

ماکسیمم نمایی درست روش

باشند. دسترس در مشاهدات که زمان هستیم درست نمایی تابع کردن بیشینه دنبال به روش این در
م شود حاصل زیر رابطه از مفصل ال چ تابع حسب بر متغیره دو ال چ تابع که جایی آن از

h(t۱, t۲;α۱, α۲, θ) = cg(H۱(t۱), H۲(t۲))h۱(t۱)h۲(t۲), (۴)

م آید بدست زیر رابطه از (۴) با متناظر درست نمایی تابع بنابراین

l(α۱, α۲, θ) =
k∑

i=۱

{log cg (H۱(ti,۱), H۲(ti,۲)) + log (h۱(ti,۱)) + log (h۲(ti,۲))} (۵)

برحسب (۵) کردن بیشینه از θ و α۲ ، α۱ پارامترهای برای ماکسیمم درست نمایی برآوردگرهای و
م شوند. نامیده θ̂ و α̂۲ ،α̂۱ ترتیب به و شده حاصل θ و α۲ ، α۱
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سازی شبیه ۴

زمان (۱) مدل ماکسیمم درست نمایی و گشتاوری برآوردگرهای اریبی و خطا مربعات میانگین
،(P (N = ۲) = θ و P (N = ۱) = ۱ − θ (یعن کند پیروی شده منتقل برنول توزیع از N که
،θ = ۰٫۷۵ ،α۲ = ۱٫۵ ،α۱ = ۰٫۵ برای باشند Ĉg(u, v) = AMH(θ) و نمایی حاشیە ای توزیع های
و گشتاوری برآوردگرهای خطا مربعات میانگین است. شده داده نمایش ۱ ل ش در m = ۱۰ و
مربعات میانگین اینکه به توجه با م یابند. کاهش نمونه حجم افزایش با ماکسیمم درست نمایی
محسوب بهتری برآوردگرهای بنابراین است کمتر α̂۲ و α̂۱ خطا مربعات میانگین از α̃۲ و α̃۱ خطا
برآوردگر نتیجه در است کمتر θ̃ خطا مربعات میانگین از θ̂ خطا مربعات میانگین ول م شوند.

م باشد. بهتری

.m = ۱۰ و θ = ۰٫۷۵, α۱ = ۰٫۵, α۲ = ۱٫۵ که زمان تجربی اریبی و خطا مربعات میانگین :۱ ل ش

باد وزش شدت دادە های ۵

روش (۱۹۸۷) جنتلیمن و مور ویت سالانه باد وزش شدت بیشترین دادە های برای بخش این در
۱۹۸۴ تا ۱۹۴۷ سال های در دادە ها این است. شده اعمال قبل بخش های در شده ارائه برآورد
و ، رجینا ، تورنتو ، مونترال ، شیرواتر مشاهدات ثبت ایستگاه پن در باد وزش شدت بیشترین
شده منتقل برنول توزیع از N که زمان (۱) مدل شرایط اینکه برای م شود. شامل را ونکوور
برای ۱۹۸۴ تا ۱۹۴۷ سال های در باشد برقرار باشند نمایی حاشیە ای توزیع های و کرده پیروی
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و Xi عنوان به را رجینا و ونکوور ایستگاە های در سالانه باد وزش شدت بیشترین i = ۱, . . . ,۷۶

شده گرفته نظر در Yi عنوان به مونترال و تورنتو ایستگاە های در سالانه باد وزش شدت بیشترین
۱۱٫۱۹۴۴ ان م پارامترهای و m = ۳۶۵ ل ش پارامتر با یافته تعمیمم نمایی توزیع سپس است.
آزمون p⁃مقدار و است شده داده برازش ها Yi و Xi به ترتیب به i = ۱, . . . ,۷۶ برای ۱۱٫۰۰۲۸ و
بودن نمایی فرضیه نتیجه در ۰٫۲۶۷۷است. ۰٫۶۶۷و ترتیب به آن ها با متناظر برازش ویی نی
منتقل برنول توزیع از N = ۲ تصادف متغیر بعد مرحله در است. برقرار حاشیە ای توزیع های
ترین کوچ ۱۹۸۴ تا ۱۹۴۷ سال های برای این بر علاوه است. شده ۰٫۲۵تولید پارامتر با شده
دادە های بین مقدار ترین کوچ و T۱ عنوان به سال هر در رجینا و ونکوور دادە های بین مقدار
کندال نمودار (T۱, T۲) برای است. شده گرفته نظر در T۲ عنوان به سال هر در مونترال و تورنتو
وابستگ و بوده مثبت وابسته (T۱, T۲) م دهد نشان که است شده رسم ۲ ل ش در پراکنش و
وابستگ پارامتر است شده تولید شده منتقل برنول توزیع از N اینکه به توجه با ندارند. دم

پارامتر که شود داده برازش مفصل باید بنابراین و است ی و صفر بین همواره آن با متناظر
مفصل و (AⅯH) ۱ ائیل⁃حق ⁃می عل مفصل راستا این در باشد. ی و صفر بین آن وابستگ

باد. وزش دادە های برای (راست) پراکنش نمودار و (چپ) کندال نمودار :۲ ل ش

جدول در است. شده پیشنهاد دادە ها این به برازش برای (FGⅯ)۲ ⁃گامبل⁃مورگنسترن فارل
نمایش مفصل دو این از ی هر با متناظر کائی آ معیار و برازش ویی نی آزمون ⁃مقدار p ،۱
از مفصل دو هر برای برازش ویی نی آزمون با متناظر p⁃مقدار که جایی آن از است. شده داده
آن جایی که از اما بوده مناسب دادە ها این به برازش برای مفصل دو هر نتیجه در است ۰٫۰۵بیشتر

بهتر دادە ها به AⅯH مفصل پس است، کمتر FGⅯ مفصل از AⅯH مفصل کائی آ معیار
1Ali-Michail-Haq
2Farlie-Gumbel-Morgenstern
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م شود. داده برازش

مفصل. برازش ویی نی آزمون :۱ جدول

کائی آ معیار p⁃مقدار θ̂ مفصل

−۳٫۶۴۶ ۰٫۱۳۴۴ ۱ ائیل⁃حق ⁃می عل

−۲٫۵۱۴ ۰٫۵۳۵ ۱ مورگنسترن ⁃گامبل فارل

درست نمایی و گشتاوری برآوردگرهای قبل بخش های در شده ارائه برآورد روند بردن ار ب با
است. شده داده نمایش ۲ جدول در θ و α۲ ،α۱ ماکسیمم

برآورد. نتایج :۲ جدول

ماکسیمم نمایی درست برآورد گشتاوری برآورد

۱۰٫۹۸۲۵ ۱۰٫۶۹۴۶ α۱ برای نقطە ای برآورد

۱۱٫۱۹۱۲ ۱۰٫۸۴۰۱ α۲ برای نقطە ای برآورد

۰٫۹۳۱۰ ۰٫۶۸۶۶ θ برای نقطە ای برآورد

گیری نتیجه ۶

سیستم های زیر تعداد با سری⁃موازی و موازی⁃سری مدل های ساخت روش یادداشت این در
برآورد مدل این پارامترهای متفاوت دیدگاه و مفصل توابع ارگیری ب با و شده ارائه تصادف
از نهایت در و کرده ارزیابی را برآوردگرها این سازی شبیه از استفاده با همچنین است. شده

است. شده استفاده روش این شرح برای باد وزش شدت دادە های
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مبنا مفصل احتمالات استلزام های برای مقدم دو تفکی قانون

۲ ع ، دولت ۱ ا خوش بخت، معدن

مشهد فردوس اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، گروه ۱,۲

یزد اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، بخش ۲

یده چ

هستند. کلاسی منطق ارزش دو استلزام از تعمیم و واحد مربع بر متغیرە ای دو توابع استلزام رهای عمل

احتمالات استلزام های توابع، این از رده ی است. شده ارائه استلزام رهای عمل ساخت برای مختلف روش های

استلزام ها از رده این برای مقدم دو تفکی قانون مقاله این در م شوند. ساخته مفصل توابع براساس که هستند

م شود. مطالعه

مفصل فازی، منطق ، کلاسی منطق مقدم، دو تفکی قانون استلزام، کلیدی: کلمات

پیش گفتار ۱

که دارد وجود مختلف تعریف های p → q استلزام رابطه برای ارزش دو کلاسی منطق در
درست ) درجه یا ) ارزش x اگر است. ∼ (p∧ ∼ q) آن معادل یا ∼ p ∨ q تعریف آن رایج ترین

1khoshbakht.elnaz@yahoo.com
2dolati50@yahoo.com
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p اگر گزاره درست درجه I : {۰,۱}۲ → {۰,۱} که I (x, y) تابع باشد. q گزاره ارزش y و p گزاره
حالت سه در و نادرست y = ۰ و x = ۱ حالت در ن مم حالت چهار از که م دهد نشان را q آنگاه
است. [۰,۱] بازه در مقادیری p → q استلزام در گزارە ها ارزش فازی منطق در است. درست ر دی
هستند کلاسی منطق ارزش دو استلزام از تعمیم فازی) استلزام های (یا استلزام رهای عمل
کنترل فازی، منطق مانند مختلف زمینە های در و م شوند استفاده گزارە ها ارزش گذاری برای که
رها، عمل این مورد در جزئیات برای دارند. کاربرد هوشمند سیستم های و تصمیم نظریه فازی،
مختلف روش های نمود. اشاره [۳ ،۱] مراج به م توان آن ها ویژگ های و ساخت روش های
احتمالات استلزام های توابع، این از رده ی است. شده ارائه استلزام رهای عمل ساخت برای

این برای مقدم دو تفکی قانون مقاله این در م شوند. ساخته مفصل توابع براساس که هستند
رهای عمل و مفصل نظریه از نیاز مورد مفاهیم ۲ بخش در م شود. مطالعه استلزام ها از رده
مفصل احتمالات استلزام های برای مقدم دو تفکی قانون ۳ بخش در م شود. یادآوری استلزام

م گیرند. قرار مطالعه مورد مبنا

نیاز مورد مفاهیم ۲

هر برای اگر م شود نامیده استلزام ر عمل ی I : [۰,۱]۲ → [۰,۱] تابع .۱ .۲ تعريف
باشد:[۱] دارا را زیر ویژگ های x۱, x۲, y۱, y۲, x, y ∈ [۰,۱]

، I (x۱, y) ≥ I (x۲, y) :x۱ < x۲ هر برای الف)

، I (x, y۱) ≤ I (x, y۲) :y۱ < y۲ هر برای ب)

.I (۰,۰) = I (۰,۱) = I (۱,۱) = ۱ − I (۱,۰) = ۱ ج)

t−نرم ی T : [۰,۱]۲ → [۰,۱] نزول غیر و جابە جایی پذیر شرکت پذیر، ر عمل .۲ .۲ تعريف
[۱] .T (x,۱) = x ،x ∈ [۰,۱] هر برای یعن باشد؛ ۱ خنث عنصر دارای اگر م شود؛ نامیده

م باشد. مجموعە ها، برای اشتراک معادل ،∧ کلاسی عطف ترکیب تعمیم t−نرم ر عمل
TP (x, y) = مینیمم)، t−نرم ) TM(x, y) = min(x, y) از: عبارت اند t−نرم ر های عمل متداول ترین
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لوکاسویچ) t−نرم ) TLK(x, y) = max(x+ y − ۱,۰) و جبری) ضرب t−نرم ) xy

.y = ۰ یا x = ۰ آنگاه T؛ (x, y) = ۰ اگر م نامند؛ مثبت را T t−نرم

برقرار زیر شرایط اگر [۵] م شود نامیده مفصل ی C : [۰,۱]۲ → [۰,۱] تابع .۳ .۲ تعريف
باشند:

. C(x,۰) = C(۰, x) = ۰, C(x,۱) = C(۱, x) = x :x ∈ [۰,۱] مقادیر تمام برای الف)

y۱ ≤ y۲ و x۱ ≤ x۲ که طوری به x۱, x۲, y۱, y۲ ∈ [۰,۱] تمام برای یعن باشد؛ صعودی −۲ C ب)
C(x۲, y۲) + C(x۱, y۱) ≥ C(x۱, y۲) + C(x۲, y۱) :

هستند. W (x, y) = max(x+y−۱,۰) و M(x, y) = min(x, y) ، Π(x, y) = xy مهم مفصل سه
هر و هستند هافدینگ فرشه⁃ پایین و بالا های کران ترتیب به W و M و استقلال مفصل Π

کند: م صدق زیر نابرابری در C مفصل

W (x, y) ≤ C(x, y) ≤ M(x, y)

رهای عمل نمود. اشاره [۵] به م توان آن ها ویژگ های و مفصل توابع به مربوط جزئیات برای
است. شده بیان زیر تعریف در شدە اند، معرف [۴] در که احتمال استلزام

IC : [۰,۱]۲ → [۰,۱] تابع صورت این در باشد. دلخواه مفصل ی C کنید فرض .۴ .۲ تعريف
ضابطه با

IC(x, y) =


C(x, y)

x
, x > ۰

۱, x = ۰

م شود. نامیده ( Cمفصل مبنای (بر احتمال استلزام ی

ی صورت در و نیست استلزام ر عمل ی لزوما احتمال استلزام ی که است ذکر به لازم
کند. صدق ۱ .۲ تعریف الف شرط در ICکه بود خواهد استلزام ر عمل

ĨC : [۰,۱]۲ → [۰,۱] تابع صورت این در باشد. دلخواه مفصل ی C کنید فرض .۵ .۲ تعريف
ضابطه با

م شود. نامیده احتمال S−استلزام ی ĨC(x, y) = C(x, y)− x+ ۱
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است. استلزام ر عمل ی همواره احتمال S−استلزام ی

احتمالات استلزام های برای مقدم دو تفکی قانون ۳

زیر صورت به که است مقدم دو تفکی قانون کلاسی ارزش دو منطق در مهم قانون ی
م شود. تعریف

(p → (q → r)) ≡ (p ∧ q) → r

م باشد t−نرم ر عمل و استلزام ر عمل مبنای بر فازی منطق در مقدم دو تفکی قانون تعمیم
.[۲] است شده بیان زیر تعریف در که

زوج صورت، این در باشد. t−نرم ی T و استلزام ر عمل ی I کنید فرض .۱ .۳ تعريف
اگر م کند؛ صدق مقدم دو تفکی قانون در (I, T )

I(x, I(y, z)) = I(T (x, y), z), x, y, z ∈ [۰,۱]. (ⅬI)

احتمال استلزام برای مقدم دو تفکی قانون ۱ .۳

رابطه در (IC , T ) زوج که باشد t−نرم ی T و احتمال استلزام ی IC کنید فرض .۱ .۳ قضيه
است. مثبت T صورت این در م کند. صدق (ⅬI)

نوشت: م توان ،۴ .۲ تعریف به بنا اثبات.

IC(T (x, y),۰) =


C(T (x, y),۰)

T (x, y)
, T (x, y) > ۰

۱, T (x, y) = ۰
=

 ۰, T (x, y) > ۰

۱, T (x, y) = ۰

IC(T (x۰, y۰),۰) = رو، این از .T (x۰, y۰) = ۰ که دارد وجود x۰, y۰ ̸= ۰ که کنید فرض خلف برهان با
و نم کند صدق (ⅬI) رابطه در (IC , T ) زوج بنابراین IC(x۰, IC(y۰,۰)) = IC(x۰,۰) = ۰ اما .۱

م شود. کامل اثبات و است تناقض در فرض با این
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صدق (ⅬI) رابطه در (IC , T ) زوج که است مثبت t−نرم کردن پیدا هدف زیر مثال های در
کرد. بازنویس زیر صورت به IC رابطه اساس بر م توان را (ⅬI) رابطه منظور این به کند.

C(T (x, y), z)

T (x, y)
=

C
(
x, C(y,z)

y

)
x

, x, y, z ∈ (۰,۱]. (۱)

IΠ احتمال استلزام که م شود مشاهده ،(۱) رابطه در استقلال مفصل دادن قرار با .۱ .۳ مثال
م کند. صدق (ⅬI) رابطه در ،T مثبت t−نرم هر با

TP و C مفصل دادن قرار با یرید. ب درنظر را TP t−نرم و C(x, y) = xy
x+y−xy

مفصل .۲ .۳ مثال
نوشت: م توان ،(۱) رابطه در

C(TP (x, y), z)

TP (x, y)
=

C(xy, z)

xy
=

z

xy − xyz + z
=

C
(
x, z

y+z−yz

)
x

=
C
(
x, C(y,z)

y

)
x

م کند. صدق (ⅬI) رابطه در ،TP t−نرم با IC احتمال استلزام نتیجه در

درنظر را Cθ(x, y) = xy
۱−θ(۱−x)(۱−y)

, θ ∈ [−۱,۱] ضابطه با AMH مفصل خانواده .۳ .۳ مثال
که حالت در جز به مفاصل، از خانواده این که گرفت نتیجه م توان ساده، محاسبات با یرید. ب
رابطه در ،T t−نرم هیچ با ICθ

احتمال استلزام نتیجه در نم کنند. صدق (۱) رابطه در ،θ = ۰

.θ = ۰ که حالت در جز به نم کند؛ صدق (ⅬI)

احتمال S−استلزام برای مقدم دو تفکی قانون ۲ .۳

در (ĨC , T ) زوج که باشد t−نرم ی T و احتمال S−استلزام ی ĨC کنید فرض .۲ .۳ قضيه
باشد: شده تعریف زیر ل ش به باید T صورت این در م کند. صدق (ⅬI) رابطه

T (x, y) = x− C(x,۱ − y), x, y ∈ [۰٫۱]. (۲)

نوشت: م توان ۵ .۲ تعریف به بنا کند. صدق (ⅬI) رابطه در (ĨC , T ) زوج کنید فرض اثبات.

C(T (x, y), z)− T (x, y) + ۱ = C(x,C(y, z)− y + ۱)− x+ ۱.

داریم: z = ۰ دادن قرار با

۰ − T (x, y) + ۱ = C(x,۰ − y + ۱)− x+ ۱ =⇒ T (x, y) = x− C(x,۱ − y)
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است؟ برقرار بالا گزاره عکس آیا که است این م شود مطرح اینجا در که سوال
T تابع ،ĨC احتمال S−استلزام ی برای که شود بررس باید ابتدا سوال این به پاس برای
هر برای (ⅬI) رابطه در (ĨC , T ) زوج هم چنین و باشد t−نرم ی ،(۲) رابطه در شده تعریف
موارد برخ برای موردنظر رابطه که کرد بررس م توان آسان به کند. صدق x, y, z ∈ [۰,۱]

ن مم کل حالت در اما است برقرار z = ۱ و z = ۰ ،y = ۱ ،y = ۰ ،x = ۱ ،x = ۰ مانند خاص
کنید. توجه بعد مثال های به منظور این به نباشد. برقرار است

در فرشه بالای کران مفصل دادن قرار با یرید. ب درنظر را ĨM احتمال S−استلزام .۴ .۳ مثال
نوشت: م توان ،(۲) رابطه

T (x, y) = x−min(x,۱ − y) = max(x+ y − ۱,۰) = TLK(x, y)

(ⅬI) رابطه در (ĨM , TLK) زوج است. t−نرم ر عمل ی T (x, y) = TLK(x, y) تابع بنابراین
زیرا: م کند. صدق

ĨM(x, ĨM(y, z)) = min(x,min(y, z)− y + ۱)− x+ ۱ = min(۲ − x− y + z,۱)

ĨM(TLK(x, y), z) = min(max(x+ y − ۱,۰), z)−max(x+ y − ۱,۰) + ۱

= min(z −max(x+ y − ۱,۰) + ۱,۱) = min(۲ − x− y + z,۱)

Cθ(x, y) = xy(۱ + θ(۱ − x)(۱ − y)), θ ∈ [−۱,۱] ضابطه با FGM مفصل خانواده .۵ .۳ مثال
نوشت: م توان ،(۲) رابطه در مفصل این دادن قرار با یرید. ب درنظر را

T (x, y) = x− x(۱ − y)(۱ + θ(۱ − x)y) = xy(۱ − θ(۱ − x)(۱ − y))

صدق (ⅬI) رابطه در (ĨCθ
, T ) زوج اما است. t−نرم ی T تابع که داد نشان م توان آسان به

راست و چپ طرف ،θ = −۰٫۴ و z = ۰٫۱ ،y = ۰٫۷ ،x = ۰٫۲ گرفتن درنظر با زیرا نم کند.
است. تناقض ی که م باشد؛ ۰٫۸۶۱۴ و ۰٫۸۶۱۷ برابر ترتیب به (ⅬI) رابطه
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گیری نتیجه ۴

کاربردهای دلیل به هستند. کلاسی منطق ارزش دو استلزام از تعمیم استلزام رهای عمل
ارائه آنها ساخت برای مختلف روش های مختلف، زمینە های در استلزام رهای عمل گسترده
ساخته مفصل توابع براساس که هستند احتمالات استلزام های توابع، این از رده ی است. شده

شد. مطالعه استلزام ها از رده این برای مقدم دو تفکی قانون مقاله این در م شوند.
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دومتغیره مفصل های تعمیم برای جدیدی روش

۲ ع دست برآورده، ۱ م ، میرحسین

یزد اه دانش ، ریاض علوم ده دانش آمار، بخش ۱,۲

یده چ

آن خواص و ویژگ برخ است. شده پرداخته دومتغیره مفصل های تعمیم روش ی مطالعه به پژوهش این در

است. گرفته قرار بررس مورد

FGM مفصل ، همبستگ ضرایب بتا، توزیع مفصل، کلیدی: کلمات

پیش گفتار ۱

بوده معطوف دادە ها استقلال فرض با آماری مدل های بررس به محققین توجه مطالعات اکثر در
وابستگ میزان تعیین این رو از نباشند، هم از مستقل دادە ها است ن مم واق جهان در اما است.

احتمال و آمار در گستردە  بە طور که است موضوعات مهم ترین از ی تصادف متغیرهای بین
1mmirhoseini@yazd.ac.ir
2dastbaravarde@yazd.ac.ir
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توزیع های وابستگ ساختار آماردانان از برخ است. گرفته قرار محققان و نویسندگان توجه مورد
مراج از مورد دو که است شده انجام لازم بررس های و دادە اند قرار مطالعه مورد را دومتغیره

است. [۵ ،۴] زمینه این در مهم
جدی نقش وابستگ وقت است. رسیده پایان به استقلال «دوره م کند بیان شوویزر۱[۹]
برای سودمند ابزاری مفصل ها واق در م کنند». ایفا نقش طبیع بە طور مفصل ها کند، ایفا
ساختن برای شروع نقطه ی بە عنوان آن ها طرف از هستند، متغیرها بین وابستگ اندازه بیان
توزیع توابع که هستند توابع مفصل ها هستند. چندمتغیره یا دومتغیره توزیع های از خانوادە هایی
ساختار از را حاشیە ای توزیع های و م دهند پیوند آن ها حاشیە ای توزیع توابع به را چندمتغیره
.[۷] م شوند استفاده وابسته متغیرهای بین مدل بندی در جهت همین به م سازند جدا وابستگ
بە عنوان است گرفته قرار آماردانان توجه مورد آن تعمیم های و مفصل توابع ساخت راستا، همین در

کنید. ملاحظه ۳]را ،۲ ،۱ ،۸] مثال

با I = [۰,۱] ،C : I۲ → I مانند دومتغیره تابع دوبعدی، مفصل ی کل بە طور .۱ .۱ تعريف
است. زیر ویژگ های

،I به متعلق های v و u کلیه ازای به (الف)

C(۱, u) = C(u,۱) = u,

C(v,۰) = C(۰, v) = ۰.

آنگاه ،v < v′ و u < u′ اگر (ب)

.C(u′, v′)− C(u′, v)− C(u, v′) + C(u, v) ≥ ۰

حاشیە ای های توزیع با دوبعدی فضای روی توام توزیع تابع ی دوبعدی، مفصل ی بنابراین
است. نواخت ی

های حاشیە ای و F توأم توزیع تابع با تصادف متغیر دو Y و X اگر لار۲[۱۰]) (اس .۱ .۱ قضيه
Sⅽhweizer۱

Skⅼar۲
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x حقیق عدد دو هر ازای به که قسم به دارد وجود C مفصل تابع آنگاه باشند، F۲(y) و F۱(x)

y و

F (x, y) = C(F۱(x), F۲(y)),

و u کلیه ازای به و بوده بە فرد منحصر C مفصل آنگاه باشند، پیوسته F۲ و F۱ اگر حالت این در
م آید: بە دست زیر صورت به بازه به متعلق های v

C(u, v) = F (F−۱
۱ (u), F−۱

۲ (v)).

(۱ .۱) تعریف در که ویژگ هایی با باشد F (x, y) توزیع مفصل تابع C(u, v) کنیم فرض .۱ .۱ لم
کرد. تعریف زیر صورت به را مفصل این همبستگ ضرایب از برخ م توان آنگاه است. آمده

اسپیرمن همبستگ ضریب (الف)

ρs = ۱۲
∫ ۱

۰

∫ ۱
۰ [C(u, v)− uv]dudv = ۱۲

∫ ۱
۰

∫ ۱
۰ C(u, v)dudv − ۳.

کندال تاو همبستگ ضریب (ب)

τ = ۴
∫ ۱

۰

∫ ۱
۰ C(u, v)dC(u, v)− ۱ = ۱ − ۴

∫ ۱
۰

∫ ۱
۰ [

∂C

∂u

∂C

∂v
]dudv.

پژوهش دست آورد های ۲

قصد است. آن ال چ تابع c(u, v) = ∂۲

∂u∂v
C(u, v) که باشد مفصل ی C(u, v) کنید فرض

با را آن که جدیدی مفصل آن، حاشیە ای توزیع های از ی تغییر و C مفصل اساس بر داریم
م کنیم: عمل چنین منظور این برای کنیم. تولید م دهیم، نمایش C∗(u, v)

fV |U=u(v) =
c(u, v)

fU(u)
= c(u, v). (۱)

کنید فرض م شود. ی برابر است، c(u, v) مفصل حاشیە ای ال چ تابع fU(u) اینکه به توجه با
داریم: است. g(u) آن ال چ تابع که باشد (۰,۱) تکیە گاه با تصادف متغیر ی توزیع تابع G(u)

f ∗
U,V (u, v) = fV |U=u(v)g(u) = c(u, v)g(u). (۲)
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(۰,۱) مشترک تکیە گاه دارای که است V و U تصادف متغیر دو توام ال چ fتابع ∗ آن در که
توزیع ابتدا بیابیم. را (C∗(u, v) (یعن جدید توام توزیع این مفصل داریم قصد اکنون هستند.

م کنیم: محاسبه را (U, V ) توام

F ∗
U,V (u, v) =

∫ u

۰

∫ v

۰
c(s, t)g(s)dsdt =

∫ u

۰
g(s)C۱(s, v)ds, (۳)

م پردازیم: حاشیە ای توزیع های تابع محاسبه به حال .C۱(u, v) =
∂
∂u
C(u, v) آن در که

F ∗
U(u) = F ∗

U,V (u,۱) = G(v), (۴)

F ∗
V (v) = F ∗

U,V (۱, v) =
∫ ۱

۰
g(s)C۱(s, v)ds =

∫ ۱

۰
C۱(G

−۱(u), v)du. (۵)

م آوریم: بە دست را F ∗ با متناظر C∗ مفصل اکنون

C∗(u, v) = F ∗
U,V (F

∗−۱

U (u), F ∗−۱

V (v)) =

∫ G−۱(u)

۰
C۱(s, F

∗−۱

V (v))g(s)ds. (۶)

م شود: حاصل زیر بە صورت جدید مفصل تابع G(s) = w متغیر تغییر با نهایت در

C∗(u, v) =

∫ u

۰
C۱(G

−۱(w), F ∗−۱

V (v))dw. (۷)

م کنیم: محاسبه را C∗ مفصل ال چ تابع ادامه در

c∗(u, v) =
∂۲

∂u∂v
C∗(u, v) =

c(G−۱(u), F ∗−۱

V (v))∫ ۱
۰ c(G−۱(u), F ∗−۱

V (v))du
. (۸)

همبستگ ضرایب باشد، (۷) بە صورت ارائە شده مفصل دارای (U, V ) کنید فرض .۱ .۲ گزاره
است. زیر بە صورت نظر مورد مفصل برای

پیرسون همبستگ ضریب (الف)

ρs = ۳ − ۱۲
∫ ۱

۰

∫ ۱

۰
C۱(u, v)G(u)g(u)f ∗

V (v)dudv, (۹)
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کندال تاو همبستگ ضریب (ب)

τ = ۴
[(

EC

(
C(U, V )g۲(U)

)
− EC

(
K(U, V )g(U)

))]
− ۱,

است. C مفصل تحت رياض اميد EC و g تابع مشتق g′ ،K(s, t) =
∫ s

۰ C(r, t)g′(r)dr آن در که

FGM مفصل برای پیشنهادی مفصل خاص حالت ۳

یرید: ب نظر در زیر بە صورت FGM مفصل تابع مفصل تابع محاسبه الف)

C(u, v) = uv(۱ + θ(۱ − u)(۱ − v)) θ ∈ [۰,۱]. (۱۰)

است. [−۱
۳ ,

۱
۳

] بازه به محدود همبستگ ضریب خانواده، این مهم محدودیت های از ی
کردە اند[۶]. تلاش توزیع این کردن اصلاح برای زیادی محققین راستا همین در

باشد. آن با متناظر ال چ تابع g(u) و (۰,۱) بازه بر پیوسته توزیع تابع يك G(u) كنيد فرض
است: زیر قرار به جدید توزیع تابع و ال چ تابع آن گاه

f ∗
U,V (u, v) = g(u)(۱ + θ(۱ − ۲u)(۱ − ۲v)), u, v ∈ (۰,۱),

F ∗
U,V (u, v) = vG(u) + θv(۱ − v)

[
G(u)− ۲

∫ u

۰
sg(s)ds

]
.

است: زیر صورت به حاشیە ای ها توزیع تابع

F ∗
U(u) = G(u), F ∗

V (v) = v(۱ + k۱θ(۱ − v)), (۱۱)

.EG(U) =
∫ ۱

۰ ug(u)du و k۱ = ۱ − ۲EG(U) آن در که
خواهد حاصل زیر بە صورت F ∗−۱

V (v) معکوس توزیع تابع ، ریاض ساده محاسبات انجام با
شد:

F ∗−۱

V (v) =
۱

۲k۲

[
۱ −

√
۱ − ۴k۲(۱ − k۲)v)

]
, (۱۲)

۸۳



ع. دست برآورده، م.، ، ۸۴میرحسین

زیر بە صورت (۷) رابطه موردنظر مفصل لار، اس قضیه بە کم .k۲ = k۱θ
۱+k۱θ

آن در که
م شود: حاصل

C∗(u, v) = uF ∗−۱

V (v)

(
۱ + θ(۱ − F ∗−۱

V (v))

[
۱ − ۲

u

∫ u

۰
G−۱(s)ds

])
.

C۱(u, v) = اینکه و (۹) رابطه از استفاده با پیشنهادی مفصل اسپیرمن همبستگ ضريب ب)
مفصل اسپیرمن همبستگ ضریب ، f ∗

V (v) = ۱ + k۱θ(۱ − v) و v(۱ + θ(۱ − v)(۱ − ۲u))

م شود: حاصل زیر صورت به G(u) تحت پیشنهادی

ρs = ۲θ
∫ ۱

۰
ug(u)(۲G(u)− ۱)du. (۱۳)

م شود: پیشنهاد زیر وریتم ال پیشنهادی، مفصل از داده تولید برای تصادف داده تولید ج)

كنيد. توليد (۰,۱) نواخت ي توزيع از را v∗∗ و u اول گام

.u∗ = G−۱(u) دهيد قرار دوم گام

.k۲ = k۱θ
۱+k۱θ

آن در که v∗ = ۱
۲k۲

[
۱ −

√
۱ − ۴k۲(۱ − k۲)v∗∗)

]
, سوم گام

.η = θ(۱ − ۲EG(U)) آن در كه v = v∗(۱ + η(۱ − v∗)) چهارم گام

است. C∗ مفصل از نمونه يك (u, v) اين صورت در

بتا توزیع تابع با خاص مثال .۱ .۳ مثال
يعن Beta(α, β) توزيع ال چ تابع را g(u) کنید فرض

g(u) =
۱

B(α, β)
uα−۱(۱ − u)β−۱ ۰ < u < ۱,

داریم: یریم، ب نظر در

f ∗(u, v) = g(u)c(u, v) =
۱

B(α, β)
uα−۱(۱ − u)β−۱ [۱ + θ(۱ − ۲u)(۱ − ۲v)] .

شد: خواهد زیر بە صورت جدید توزیع تابع

F ∗(u, v) = vG(u)

(
۱ + θ(۱ − v)

[
۱ − ۲α

α + β

G∗(u)

G(u)

])
,
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توزيع های هستند. Beta(α + ۱, β) و Beta(α, β) توزيع تابع ترتيب به G∗(u) و G(u) آن در که
است: زیر بە صورت حاشیە ای

F ∗
U(u) = G(u), F ∗

V (v) = v(۱ + η(۱ − v)),

م شود: حاصل زیر بە صورت آن مفصل تابع .η = θ(β−α)
β+α

آن در که

C∗(u, v) = uF ∗−۱

V (v)

(
۱ + θ(۱ − F ∗−۱

V (v))

[
۱ − ۲

u

∫ u

۰
G−۱(w)dw

])
,

اسپيرمن همبستگ ضریب .k۲ = η
۱+η

و F ∗−۱

V (v) = ۱
۲k۲

[
۱ −

√
۱ − ۴k۲(۱ − k۲)v)

]
آن در که

م آید: بە دست زیر بە صورت C∗

ρ∗s = ۲θ
[
۲
∫ ۱

۰
G−۱(u)du− α

α + β

]
.

با بتا توزیع و θ = ۰٫۵ با FGM مفصل از حاصل جدید مفصل چپ) (سمت ال چ و راست) (سمت مفصل بعدی سه نمودار :۱ ل ش
. β = ۰٫۱ و α = ۰٫۱ ل ش پارمترهای

.ρ∗ → θ
۲ آن گاه α → ۰ و α = β اگر که داد نشان م توان عددی روش به .۱ .۳ تذکر

جدید(سمت مفصل ال چ تابع و راست) جدید(سمت مفصل تابع بعدی سه نمودار ، ۱ ل ش
β = ۰٫۱ و α = ۰٫۱ ل ش پارمترهای با بتا توزیع و θ = ۰٫۵ با FGM مفصل از حاصل چپ)
ضریب در θ ضریب تغییر نمودار و راست) کانتور(سمت نمودار ، ۱ ل ش در م دهد. نشان را
با بتا توزیع و θ = ۰٫۵ با FGM مفصل از حاصل چپ) جدید(سمت مفصل اسپیرمن همبستگ
ضریب محدوده افزایش دهنده نشان که م دهد نشان را β = ۰٫۱ و α = ۰٫۱ ل ش پارمترهای

است. ۱
۲ تا اسپیرمن همبستگ
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FGM مفصل از حاصل جدید مفصل چپ) (سمت اسپیرمن همبستگ ضریب در تتا ضریب تغییر و ( راست (سمت کانتور نمودار :۲ ل ش
. β = ۰٫۱ و α = ۰٫۱ ل ش پارمترهای با بتا توزیع و θ = ۰٫۵ با
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مفصل توابع از استفاده با طول چندمتغیره دادە های مدل سازی

واین جفت

۴ ف ، برازجان ۳ ک ، انگال احمدی ۲ م.ر آخوند، ۱ م.ص لؤلؤ،

ایران اهواز، اهواز، شاپور جندی پزش علوم اه دانش بهداشت، ده دانش آمارواپیدمیولوژی، گروه ۱,۳

ایران اهواز، اهواز، چمران شهید اه دانش کامپیوتر، و ریاض علوم ده دانش آمار، گروه ۲

ایران اهواز، اهواز، شاپور جندی پزش علوم اه دانش ، متابولی بیماری های و تغذیه تحقیقات مرکز ۴

یده چ

این گاه باشیم. داشته بیمار هر روی بر اندازە گیری چندین است ن مم پزش مطالعات برخ در

پاس ها م توان چه اگر حالت این در شود، اندازە گیری پاس متغیر چندین برای است ن مم طول دادە های

اثرات برآورد در کارایی و توان کاهش موجب ردی روی چنین اما کرد مدل بندی مجزا صورت به را

اندازە های بین وابستگ تحلیل بر علاوه مدل هایی چنین در م گردد. پاس متغیر روی کم متغیرهای

روش هایی جمله از شود. مدل باید نیز پاس ها بین وابستگ ، پاس متغیرهای از هری به مربوط رر م

کرده جلب خود به متغیره چند دادە های مدل سازی برای را محققان از بسیاری توجه اخیر سال های در که
1mslbiostat@gmail.com
2Mr.Akhoond@scu.ac.ir
3kzfir4@gmail.com
4fa.borazjani@gmail.com
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نسبت مفصل تابع ارگیری ب مزیت های مهمترین از است. مفصل تابع از استفاده با دادە ها مدل سازی است،

توزیع هر نرمال توزیع بر علاوه م توان است این کلاسی روش به دادە ها طول متغیره چند مدل سازی به

حت حاشیە ای توزیع های همچنین گرفت. نظر در حاشیە ای توزیع های عنوان به را نرمال از غیر ری دی

از ی باشند داشته متغیره چند ساختاری دادە ها که شرایط در باشند. داشته متفاوت توزیع های م توانند

استفاده با مطالعه این در ما است. واین جفت مفصل های از استفاده چندمتغیره توزیع های لیل تش راە های

م دهیم یل تش را چندمتغیرە ای طول ساختار واین جفت مفصل های کم به مختلف مفصل های تابع از

مدل بهترین سپس م کنیم. مقایسه متغیره چند نرمال مفصل تابع برازش از از حاصل مدل با را مدل ها این و

اثر برآورد دادە های روی بر را شده ارائه مدل پایان در و کرده معرف کائی آ اطلاع معیار از استفاده با را

گرفت. خواهیم کار به نوزادان رشد بر تغذیه

رشد واین، جفت مفصل های چندمتغیره، نرمال مفصل تابع ، طول اندازە گیری کلیدی: کلمات

نوزاد. تغذیه نوزاد،

پیش گفتار ۱

آزمایش های جمله از مختلف، علوم در مطالعات طرح های از توجه قابل بخش امروزه
در آزمایش واحدهای که م کند ایجاب زنده، موجودات به وابسته اطلاعات و کلینی
اندازە گیری آزمودن ها بین تفاوت ها کنترل منظور به ، مشخص موقعیت های یا و زمان ها
معمولا م شود اندازە گیری متناوب طور به آزمایش واحد هر که آزمایش ها نوع دراین شوند،
بررس متفاوت زمان های در نمونە گیری واحد هر که حالت در و رر م اندازە گیری اصطاح از

تغییرات بررس ، طول مطالعات اولیه هدف م گردد. استفاده طول دادە های تحلیل شود،
دلیل به م باشد. تغییرات این بر تاثیرگذار عامل های استخراج نیز و زمان طول در پاس متغیر
شود م فراهم نیز واحد هر درون تغییرات ارزشیابی ان ام تکراری، اندازە گیری های وجود
م شود، اندازە گیری مشخص زمان ی در تنها پیامد که مقطع مطالعات در ان ام این که
مجموعە ای با مستقل مشاهدات بجای آزمایش ها سایر برخلاف حالت این در ندارد. وجود
زمان بعد دو از رر م اندازە های آنکه دلیل به داشت. خواهیم سروکار وابسته مشاهدات از
مذکور مؤلفە های اثر که مناسب مدل های از استفاده شوند م یل تش آزمایش واحدهای و
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ر دی کابردی و مهم مسئله است. ضرورری کند لحاظ درست به دادە ها این توصیف در را
چند یا همزمان تحلیل گیرد، م قرار توجه مورد طول بالین دادە های تحلیل در ویژه به که
ها، آن در که دارد وجود موقعیت هایی گاه مطالعات نوع این در است. طول متغیرە ی
همزمان بطور آنها، بین همبستگ و ارتباط دلیل به را متغیر چندین تا است آن محقق هدف

دهد. قرار بررس مورد
همزمان صورت به پاس متغیر چند است لازم که شویم مواجه مواردی با دادە ها تحلیل در اگر
متغیره چند مدل های را مدل ها گونه این گردند، پیش بین کم متغیر تعدادی روی از
ردی روی چنین اما کرد مدل بندی مجزا صورت به را پاس ها توان م چه اگر م نامند.
که توام مدل های مزایای گردد. م پاس ها بین پیش در کارایی و توان کاهش موجب
افزایش و اول نوع خطای بهتر کنترل از عبارست گیرد م نظر در را پاس ها بین وابستگ

. است پاس متغیر روی کم متغیرهای اثرات برآورد در کارایی
دادە های سازی مدل برای را محققان از بسیاری توجه اخیر سال های در که روش هایی جمله از
ساختار است. مفصل تابع از استفاده با دادە ها مدل سازی است، کرده جلب خود به چند متغیره
برقراری عدم صورت در معلوم حاشیە ای توزیع های با آن ویژگ های بررس و توام های توزیع
توزیع های بررس یا ساخت برای مفصل تابع است. پیچیدە ای کار متغیرها بین استقلال فرض
است، معلوم آن ها وابستگ ساختار و متغیره ی حاشیە ای توزیع های که وقت متغیره چند

است. مفید بسیار
از استفاده با رگرسیون مدل های زمینه در شده انجام مطالعات مرور به (۲۰۰۹) پایوا و کلو

پاس برای پنهان متغیر تعریف از استفاده با (۲۰۱۱) وو و لئون دی پرداختند. مفصل تابع
با (۲۰۱۵) جو و لولوپولس نی بردند. ار ب توأم مدل ساخت برای را نرمال مفصل گسسته،
پرسشنامه سه برای عامل طرح های استیودنت ت و گامبل نرمال، های مفصل تابع از استفاده
و کردند مدل سازی را علم مورد در نگرش و زیست محیط مورد در نگرش ، زندگ نگرش
مفصل تابع از (۲۰۱۳) اران هم و وثنیج نمودند. ارایه کاراتر مفصل برای را کدام هر نتایج
وو نمود. استفاده نرمال تصادف اثر با طول پیوسته دادە های مدل سازی برای نرمال دومتغیره
را نرمال مفصل تابع کارگیری به با گسسته⁃پیوسته دومتغیره مدل ی (۲۰۱۴) لیون دی و
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جنین چندین عضو نقص نبود و وزن رشد پاس های بر دارو ی دز چند اثر برآورد جهت
ن مم حالت های انواع (۲۰۱۳) وثنیج مطالعه تعمیم با نیز (۲۰۱۶) روی نمود. ارایه موش
حاشیە ای توزیع های با همچنین و نرمال دومتغیره مفصل تابع با طول مدل در تصادف اثر
مطالعات اینکه توجه با نمود. مقایسه را مدل ها دادە ها سازی شبیه کم به و ارائه متفاوت
و است مفصل توابع استفاده با متغیر دو حالت در طول دادە های مدل سازی به محدود گذشته
داریم قصد حاضر مطالعه در نگرفتە اند، قرار بحث مورد چند متغیره طول حالت در مدل ها این
واین جفت مفصل های کم با و FGⅯ و کلایتون فرانک، مفصل های تابع از استفاده با
بدست طول مدل با را آمده بدست مدل سپس دهیم. یل تش را طول سە متغیره مدل ی
علاوه حاضر مطالعه در دهیم. قرار مقایسه مورد چندمتغیره نرمال مفصل استفاده با آمده
و کلایتون فرانک، مفصل های از پیوسته، پاس های برای نرمال مفصل تابع ارگیری ب بر
در همچنین شدە است. استفاده طول اندازە گیری با پاس ها این مدل سازی برای نیز FGⅯ
شده تجزیه دومتغیره مدل های به متغیره سه مدل واین جفت مفصل توابع کم به تحقیق این
گرفت. قرار مقایسه مورد مقایسه متغیره سه نرمال مفصل تابع از حاصل مدل با مدل این و
و مفصل تابع معرف و طول مطالعات تحلیل روش بر مروری دوم بخش در منظور بدین
استفاده با طول متغیره سه دادە های مدل سازی سوم بخش در م شود. پرداخته آن ویژگ های
با کودک رشد کاربردی مثال چهارم بخش در م گیرد. قرار بررس مورد مفصل تابع از
نتایج مورد در گیری نتیجه و بجث به پنجم بخش در و م شود بررس مدل این از استفاده

پرداخت. خواهیم آمده بدست

مفصل تابع و طول دادە های تحلیل روش بر مروری ۲

طول دادە های همبستگ ساختار تحلیل

در فرد ی برای شده ثبت مشاهدات که م گردد موجب طول دادە های درون وابستگ
بین همبستگ دلیل به باشد. هم به شبیه خوشه، ی افراد بین یا و مختلف حالات یا زمان
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که است نیاز مورد آماری تحلیل برای ویژە ای برآوردیابی روش های ، آزمودن هر پاس های
و طول دادە های آوری جم نهایی اهداف به توجه با گردد. معتبری استنباط های به منجر
حاشیە ای مانند متفاوت مدل های ، همبستگ پارمترهای با برخورد در تحلیل گر نظر طبق نیز
مورد کاربردی مباحث در و یافته توسعه مختلف محققان توسط انتقال و تصادف اثرهای ،
ساختار تحلیل برای تصادف اثر از استفاده روش مطالعه این در گرفتە اند. قرار استفاده
عموماً ، تصادف اثرهای با خط مدل های در است. شده گرفته ار ب فردی درون همبستگ
خود به متفاوت، دلایل به آزمودن ها برای رگرسیون ضرایب برخ که است آن بر فرض
بین همبستگ ر، دی عبارت به باشد. م جداگانه توزیع دارای و بوده وابسته آزمودن
داشتن از ناش توان م را خوشه ی در موجود دادە های یا تکراری دادە های در مشاهدات
متفاوت ر دی خوشە ی در اثر این که دانست خوشه ی یا فرد در سان ی تصادف تأثیر
از شده ثبت اندازە های در همبستگ ایجاد موجب که است ویژگ همین حقیقت در است.

ی کل حالت در .(۲۰۰۹ اران، هم و ، (فتیزماوری گردد م خوشه ی یا فرد ی
شود: م معرف زیر صورت به تصادف اثر با خط مدل

YYY N×۱ = XT
N×PβββP×۱ + ZT

N×qbbbq×۱ + εεεN×۱

متغیرهای شامل ستون پررتبه ماتریس X ، پاس متغیر شده مشاهده مقادیر بردار YYY آن در که
تصادف اثرهای نمایانگر بردار bbb ثابت، اثرهای مجهول پارمترهای بردار βββ ، کم یا مستقل

موجود های فرض به توجه با که نشانگر و توضیح متغیرهای برخ شامل Z ماتریس و
تصادف خطای مؤلفە های از برداری نیز ϵϵϵ شود. م ساخته مدل در bbb تصادف اثرهای درباره

تابع اساس بر مدل پارمترهای آماری استنباط گردد. م توزیع bbb از مستقل که است مدل
حاشیە ای درستنمایی

L(βββ,Θ|X,Y ) =

∫
Rq

f(y|x,bbb,βββ)g(bbb|Θ)dbbb

f(y|x,bbb,βββ) ال چ و g(bbb|Θ) تصادف اثرهای ال چ تابع آن در معمولا که م شود انجام
تابع با طول چندمتغیره دادە های مدل سازی در شد بیان که همانطور م شود. فرض نرمال
متداول ترین از ی کرد. فرض غیرنرمال توزیع را f(y|x,bbb,βββ) توزیع م توان مفصل
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ل درستنمایی حداکثر روش آمیخته، اثرهای با مجهول پارمترهای برآوردیابی روش های
تابع در پیچیده های انتگرال حل به منجر روش این از استفاده است. (۱۹۹۶) نلدر و
که شده تصادف اثرهای توزیع بودن غیرنرمال حالت در بخصوص حاشیە ای، درستنمایی
گوس⁃ بندی مربع روش اخیر مطالعات در دارد. نیاز پیشرفته عددی تکراری روش های به
یافتن منظور به پیچیده انتگرال های عددی تقریب برای موثر روش ی عنوان به نیوتن

است. شده ارائه نرمال تصادف اثر با مدل های در پارمترها درستنمایی برآوردحداکثر
عنوان به xxxk و yk ∼ Fk (yk;xxxk,βββk) که باشیم داشته تایی N تصادف نمونه ی کنید فرض
k = ۱,۲ برای حالت این در باشند. پارمترها بردار عنوان به βββk و کم متغیرهای بردار

آید: م زیربدست صورت به حاشیە ای ال های چ تابع

fk (yk;xxxk,βββk) = ∂Fk (yk;xxxk,βββk) /∂yk

شود: م محاسبه زیر صورت به Y۲ و Y۱ توام ال چ تابع

f (y۱, y۲; θ) = ∂۲C (F۱ (y۱) , F۲ (y۲) ; θ) /∂y۱∂y۲ = c۱۲ (F۱ (y۱) , F۲ (y۲) ; θ) f۱ (y۱) f۲ (y۲)

تایع از گیری مشتق طریق از و است مفصل ال چ تابع c۱۲ ( F ۱ (y۱) , F۲ (y۲) ; θ) آن در که
آید: م بدست زیر فرم به مفصل توزیع

c۱۲ (F۱ (y۱;xxx۱,βββ۱) ,F۲ (y۲;xxx۲,βββ۲) ; θ) = ∂۲C (F۱ (y۱;xxx۱,βββ۱) ,F۲ (y۲;xxx۲,βββ۲) ; θ) /∂F۱∂F۲

پارمترها برآورد

و م شود نوشته تصادف اثرات شرط به درستنمایی تابع ابتدا درستنمایی تابع نوشتن برای
بدست مدل پارامترهای برای درستنمایی تابع تصادف اثرات روی بر انتگرال گیری با سپس

م آید:

L(ΘΘΘ) =
n∏

i=۱

∫ T∏
t=۱

fYit۱,Yit۲|bi(.|.)f (bi) dbi
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آید م بدست زیر صورت به درستنمایی تابع اریتم ل نتیجه در و

l(ΘΘΘ) = logL(θ) (۱)

=
N∑
i=۱

[log f (yi۱;xxxi۱,βββ۱) + log f (yi۲;xxxi۲,βββ۲) + logc۱۲ ( F ۱ (yi۱;xxxi۱,βββ۱) , F۲ (yi۲;xxxi۲, β۲) ; θ)]

به l′(ΘΘΘ) = ∂l(ΘΘΘ)/∂ΘΘΘ دادن قرار با باشد. م مدل پارامترهای کلیه بردار ΘΘΘ آن در که
ماکسیمم برآورد هسین، ماتریس عنوان به l′′(ΘΘΘ) = ∂۲l(ΘΘΘ)/∂ΘΘΘ∂ΘΘΘT و امتیاز معادلات عنوان
معادلات این آید. م دست به l′(θθθ) = ۰ درستنمایی معادله حل وسیله به پارامترها درستنمایی
محاسبه راحت به گوس⁃نیوتن های روش از استفاده با اما هستند غیرخط کل حالت در
به نرمال توزیع دارای مجانبی طور به و است سازگار Θ̂ΘΘ نظم شرایط برقراری تحت م شوند.

م باشد: زیر صورت

√
N(Θ̂ΘΘ−ΘΘΘ) → N

۰,−

(
۱
N

∂۲l(Θ̂ΘΘ)

∂Θ̂ΘΘ∂Θ̂ΘΘ
T

)−۱


طول های داده برای تصادف اثر با خط مدل

tام زمان در (i = ۱, . . . , n) iام فرد برای (k = ۱,۲) kام حاشیە ای توزیع Yitk کنید فرض
م شود: ارایه زیر صورت به تصادف اثر با خط مدل باشد. (t = ۱, . . . , T )

Yitk =XXXT
itkβββk +ZZZT

itkbbbik + ϵitk (۲)

ZZZitk آن ها، با متناظر رگرسیون ضرایب بردار βββk و ( (کم مستقل متغیرهای بردار XXXT
itk که

خطای ϵitk و است تصاف اثرات بردار bbbik و تصادف اثرات برای کم متغیرهای بردار
اندازە گیری با متغیره چند خط مدل های نوع سادە ترین است. N(۰, σ۲) توزیع دارای و مدل
مدل به که است Zitk = ۱ فرض و حاشیە ای مدل هر برای سان ی پارامتر ارگیری ب با طول
زیر ل ش به (۲) مدل حالت این در است. سانمعروف ی مبدا از عرض تصادف اثرات با
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آن کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار ۹۵هفتمین

م شود: ساده

Yitk = XT
itkβββk + bi + ϵitk (۳)

bi ∼ N(۰, σ۲) که است شده فرض و م شود ارایه (۳) مدل بر مبتن مدل ها کلیه مطالعه دراین
(۱۹۸۲) ویر و لرد کتاب به (۲) کل مدل ZZZTدر

itkbbbik حالت های سایر مشاهده جهت م باشد.
با خط مدل های در کرد. مراجعه م توان (۲۰۰۹) اران هم و دیویدین ، فتیزماوری یا
دارای تصادف اثر شرط به وابسته متغیر توزیع م شود مشاهداتفرض طول گیری اندازه
،µitk = XT

itkβββik + bi آن در که Yitk|bi ∼ N(µitk(bi), σ
۲) ،(۳) مدل طبق است. نرمال توزیع

مدل سازی برای مفصل تابع از استفاده مزیت های مهمترین جمله از شد بیان که همانطور
گرفت نظر در دلخواه توزیع هر م توان را پاس متغیر برای حاشیە ای توزیع که است این

ی که است حال در این باشد. نرمال از غیر ری دی توزیع هر م تواند Yitk|bi توزیع یعن
وابسته متغیر های توزیع برای نرمال فرض برقراری خط مدل های اصل فرض های پیش از
استفاده مفصل تابع حاشیە های توزیع عنوان به نرمال و لجستی توزیع مطالعه این در است.

م شود: فرض متغیره دو مدل در است. شده

Yit۱|bi ∼ N(µit۱(bi), σ
۲
۱) (۴)

Yit۲|bi ∼ logistic(µit۲(bi), σ۲) (۵)

معیار انحراف σ۱ و شرط نرمال توزیع میانگین عنوان به و µit۱ = XT
it۱βββ۱ + bi ،(۴) در که

لجستی توزیع مقیاس پارامتر σ۲ و ان م پارامتر عنوان به µit۲ = XT
it۲βββ۲+bi ،(۵) در و آن

است. شرط
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ف. ، برازجان ک.، ، انگال احمدی م.ر.، آخوند، م.ص.، ۹۶لؤلؤ،

و کلایتون فرانک، نرمال، مفصل ازتوابع استفاده با درستنمایی تابع

دومتغیره مدل های برای حاصلضرب

م آید: دست به زیر رابطه از نرمال مفصل شرط توزیع تابع

FYit۱,Yit۲|bi(·|·) = Φ۲[Φ
−۱(uit۱(bi)),Φ

−۱(uit۲(bi)); θ]

برای آن در که

uitk(bi) = FYitk|bi(yitk|bi)

تجمع توزیع تابع FYitk|bi(yitk|bi) و هستند (۰,۱) بازە ی در نواخت ی شرط توزیع uitk(bi)ها

Yit۱, Yit۲ بین وابستگ پارامتر θ م آید. دست به (۵) و (۴) حاشیە های از استفاده با شرط
است) پیرسون همبستگ ضریب همان مفصل تابع این در (که است نرمال مفصل تابع برای

م شود: تعریف زیر صورت به که

θ = ρ = corr(Uit۱(bi), Uit۲(bi)|bi)

است iام فرد به مربوط تصادف اثر bi باشند. مستقل هم از Yit۱, Yit۲ اگر تنها و اگر ρ = ۰ و
از استفاده با Yit۱, Yit۲ دومتغیره شرط ال چ تابع باشد. bi ∼ N(۰, σ۲) م شود فرض که

.(۲۰۱۳ اران، هم و (وثنیج م آید دست به زیر ل ش به نرمال مفصل

fYit۱,Yit۲|bi(·|·) =
ϕ۲(Φ

−۱(uit۱(bi)),Φ
−۱(uit۲(bi)); θ)

ϕ(Φ−۱{uit۱(bi)})ϕ(Φ−۱{uit۲(bi)})
fYit۱|bi(yit۱|bi)

× fYit۲|bi(yit۲|bi) (۶)

و است (۵) و (۴) حاشیە های از استفاده با شرط ال چ تابع ،k = ۱,۲ برای آن در که
به حال است. متغیره دو استاندارد نرمال ال چ و استاندارد نرمال ال چ ترتیب به ϕ۲, ϕ

را نرمال مفصل تابع از استفاده با شرط دومتغیره درستنمایی تابع م توان (۱) رابطه کم
نمود. برآورد گوس نیوتن روش به را مدل پارامترهای و محاسبه (۶) ال چ تابع طریق از
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آن کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار ۹۷هفتمین

به مفصل ال های چ تابع روی از آن ها شرط ال چ مفصل توابع سایر برای (۶) مشابه
توابع برای متغیره دو شرط ال چ ترتیب به (۱۰) و (۹) ،(۸) ،(۷) عبارات م آید. دست

م دهد. نشان را حاصلضرب و FGM کلایتون، فرانک، مفصل

fYit۱,Yit۲|Bi
(·|·) = θ(۱ − e−θ)e−θ[(uit۱(bi)+(uit۲(bi)))]

[(۱ − e−θ)− (۱ − e−θ(uit۱(bi)))(e−θ(uit۲(bi)) − ۱)]۲
fYit۱|Bi

(yit۱|bi)

× fYit۲|Bi
(yit۲|bi). (۷)

fYit۱,Yit۲|bi(·|·) =
[
(uit۱(bi))

−θ + (uit۲(bi))
−θ − ۱

]−۲− ۱
۲ × [(uit۱(bi))(uit۱(bi))]

−θ−۱

× [θ + ۱]× fYit۱|bi(yit۱|bi)× fYit۲|bi(yit۲|bi) (۸)

fYit۱,Yit۲|bi(·|·) = [۱ + θ(۲uit۱(bi)− ۱)(۲uit۲(bi)− ۱)] fYit۱|bi(yit۱|bi)

× fYit۲|bi(yit۲|bi). (۹)

fYit۱,Yit۲|bi(·|·) =fYit۱|bi(yit۱|bi)× fYit۲|bi(yit۲|bi) (۱۰)

توزیع تابع uitk(bi) = FYitk|bi
(yitk|bi) مفصل، تابع وابستگ پارامتر θ بالا عبارات کلیه در

تابع است. k = ۱,۲ برای حاشیە ها شرط ال چ تابع fYitk|bi
(yitk|bi) و حاشیە ها شرط

و (۱) رابطه کم به نرمال مفصل تابع مشابه مدل پارامترهای برآورد و درستنمایی
م آید. دست به (۱۰) و (۹) ،(۸) ،(۷) شرط ال های چ

مفصل تابع از استفاده با طول متغیره سه مدل بندی ۳

معرف متغیره سه سازی مدل برای متغیره سه نرمال مفصل تابع و واین روش دو بخش این در
م شود. داده توضیح آن ها بە وسیله پارامتر برآورد روش و

واین روش

چند توزیع های از بزرگ تر کلاس ی متغیرها، از جفت مفصل های ارگیری ب با واین روش
زیر ل ش به مفصل توزیع تابع Y۱, Y۲ متغیر دو برای شد بیان که همانطور م سازد. را بعدی
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ف. ، برازجان ک.، ، انگال احمدی م.ر.، آخوند، م.ص.، ۹۸لؤلؤ،

م شود: معرف

FY۱,Y۲(y۱, y۲; θ) = C(FY۱(y۱), FY۲(y۲))

نوشته زیر صورت به که Y۱ شرط به Y۲ ، شرط ال چ تابع تعریف به توجه با همچنین
م شود:

f۲|۱(y۲|y۱) =
f۱,۲(y۱, y۲)

f۱(y۱)

بنابراین

f۲|۱(y۲|y۱) =
f۱,۲(y۱, y۲)

f۱(y۱)
= c۱۲(F۱(y۱), F۲(y۲))f۲(y۲) (۱۱)

هر برای را بالا رابطه است. متغیره دو مفصل ال چ همان c۱۲(F۱(y۱), F۲(y۲)) آن در که
نوشت: زیر کل فرم به م توان i, j

fj|i(yj|yi) = cij(Fi(yi), Fj(yj))fj(yj) (۱۲)

زیر صورت به شرط احتمال قانون های براساس متغیره سه توزیع ی ال چ تابع طرف از
م شود: نوشته

f۱,۲,۳(y۱, y۲, y۳) = f۱(y۱)f۲|۱(y۲|y۱)f۳|۱,۲(y۳|y۱, y۲) (۱۳)

داد: بسط زیر فرم به (۹) کل فرم طریق از م توان را f۳|۱,۲(y۳|y۱, y۲) عبارت و

f۳|۱,۲(y۳|y۱, y۲) = c۱۳|۲
(
F۱|۲(y۱|y۲), F۳|۲(y۳|y۲)

)
f۳|۲(y۳|y۲)

= c۱۳|۲
(
F۱|۲(y۱|y۲), F۳|۲(y۳|y۲)

)
c۲۳(F۲(Y۲), F۳(Y۳))f۳(y۳) (۱۴)

زیر ل ش به Y۱, Y۲, Y۳ متغیره سه ال چ (۱۳) عبارت در (۱۱) و (۱۴) ذاری جای با حال
م آید: دست به

f۱,۲,۳(y۱, y۲, y۳) =f۱(y۱)c۱۲(F۱(y۱), F۲(y۲))f۲(y۲)

c۱۳|۲(F۱|۲(y۱|y۲), F۳|۲(y۳|y۲))c۲۳(F۲(y۲), F۳(y۳))f۳(y۳).
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آن کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار ۹۹هفتمین

،c۱۳|۲(F۱|۲(y۱|y۲), F۳|۲(y۳|y۲)) کنیم فرض یعن کنیم فرض مستقل y۳|y۲ از را y۱|y۲ اگر
م شود. ساده زیر ل ش به بالا عبارت

f۱,۲,۳(y۱, y۲, y۳) = f۱(y۱)f۲(y۲)f۳(y۳)c۱۲(F۱(y۱), F۲(y۲))c۲۳(F۲(y۲), F۳(y۳)) (۱۵)

گرفتن نظر در سان ی به الزام و باشند م توانند مفصل تابع هر c۲۳ و c۱۲ ،(۱۵) عبارت در
ی به را واین روش خاصیت این ندارد. وجود روش این در متغیر جفت هر مفصل توابع

کرده تبدیل مفصل تابع کم به چندبعدی مدل های برازش در ساده و توانمند بسیار روش
نوشته زیر ل ش به (۱۵) عبارت کم به واین روش به متغیره سه شرط ال چ است.

م شود.

f(yit۱, yit۲, yit۳|bi) =fYit۱|bi(yit۱|bi)fYit۲|bi(yit۲|bi)fyit۳|bi(yit۳|bi)

c۱۲
(
FYit۱|bi(yit۱|bi), FYit۲|bi(yit۲|bi); θ۱۲

)
c۲۳
(
FYit۲|bi(yit۲|bi), FYit۳|bi(yit۳|bi); θ۲۳

) (۱۶)

حال است. c۲۳ و c۱۲ برای مفصل تابع وابستگ پارامتر ترتیب به θ۲۳ و θ۱۲ عبارت این در
مشابه (۱۶) متغیره سه توام ال چ تابع از استفاده با درستنمایی تابع اریتم ل محاسبه با
روش کم با و درستنمایی حداکثر روش به را پارمترها برآورد م توان دومتغیره حالت

کرد. محاسبه نیوتن گوس 

نرمال متغیره سه مفصل تابع

م شود. تعریف زیر ل ش به نرمال متغیره k مفصل توزیع تابع

C(u۱, . . . , uk;R) = Φk(Φ
−۱(u۱), . . . ,Φ

−۱(uk))

است. k × k مربع ماتریس ی و است مفصل تابع وابستگ ماتریس R آن در که

م شود. تعریف زیر صورت به نیز متغیره چند نرمال مفصل ال چ تابع ماتریس فرم

c(qqq;R) =
۱

|R| ۱
۲
exp

{
−۱

۲
qqqT (R−۱ − I)qqq

}
(۱۷)
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ف. ، برازجان ک.، ، انگال احمدی م.ر.، آخوند، م.ص.، ۱۰۰لؤلؤ،

R−۱ ،qqq = (q۱ = Φ−۱(FY۱(y۱)), . . . , qk = Φ−۱(FYk
(yk))) و بعدی k بردار q آن در که

k × k همان ماتریس I است. آن دترمینان |R| و R مفصل تابع وابستگ ماتریس معکوس
تعریف زیر ل ش به مفصل تابع وابستگ ماتریس ،k = ۳ با متغیره سه مفصل برای است.

م شود.

R =


۱ ρ۱۲ ρ۱۳

ρ۱۲ ۱ ρ۲۳

ρ۱۲ ρ۲۳ ۱


دترمینان و i, j = ۱,۲,۳ وقت است متغیر سه هر برای مفصل دو به دو وابستگ ρij عناصر که

م آید: دست به زیر فرم به R

|R| = ۱ − ρ۱۲ − ρ۱۳ − ρ۲۳ + ۲ρ۱۲ρ۱۳ρ۲۳

است. زیر صورت به {−۱
۲qqq

T (R−۱ − I)qqq
} عبارت شده باز فرم }ضمناً

−۱
۲
qqqT (R−۱ − I)qqq

}

= − ۱
۲|R|

 q۲
۱(۱ − ρ۲۳) + q۲

۲(۱ − ρ۱۳) + q۲
۳(۱ − ρ۱۲)−

۲q۱q۲(ρ۱۲ − ρ۲۳ρ۱۳)− ۲q۱q۳(ρ۱۳ − ρ۱۲ρ۲۳)− ۲q۲q۳(ρ۲۳ − ρ۱۲ρ۱۳)


دست به نرمال متغیره سه ال چ تابع غیرماتریس فرم (۱۷) عبارت در ذاری جای با که

م آید.

به بالا عبارات باشد R =


۱ ρ ρ

ρ ۱ ρ

ρ ρ ۱

 یعن i, j = ۱,۲,۳ هر برای ρij = ρ کنیم فرض اگر

م شوند: سادە تر زیر فرم
|R| = ۱ − ۳ρ+ ۲ρ۳

}و
−۱

۲
qqqT (R−۱ − I)qqq

}
= − ۱

۲|R|
[
(۱ − ρ)(q۲

۱ + q۲
۲ + q۲

۳)− ۲(ρ− ρ۲)(q۱q۲ + q۱q۳ + q۲q۳)
]
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آن کاربردهای و مفصل نظریه تخصص سمینار ۱۰۱هفتمین

م شود: نوشته زیر ل ش به نرمال مفصل تابع کم به متغیره سه شرط ال چ تابع بنابراین

fYij۱,Yij۲,Yij۳|bi(·|·) = c(qqq;R, bi)fYij۱|bi(yij۱|bi)fYij۲|bi(yij۲|bi)fYij۳|bi(yij۳|bi) (۱۸)

k = ۳ با (۱۷) طبق نرمال مفصل تابع متغیره سه شرط ال چ تابع c(qqq;R, bi) آن در که
و است

qqq =
(
q۱ = Φ−۱(FYit۱|bi(yit۱|bi)), q۲ = Φ−۱(FYit۲|bi(yit۲|bi)), q۳ = Φ−۱(FYit۳|bi(yit۳|bi))

)
برآورد م توان دومتغیره حالت مشابه (۱۵) از درستنمایی تابع اریتم ل محاسبه با حال

آورد. بدست گوس نیوتن روش کم با را پارامترها

کرد. استفاده کائی آ اطلاع معیار نظیر اطلاع معیارهای از م توان مدل ها مقایسه برای
کمتر و گرفت قرار استفاده مورد مدل ها مقایسه برای زیر فرمول با کائی آ اطلاع معیار

دارد. شده برازش مدل بودن بهتر از ایت ح آن مقدار بودن

AIC = −۲ logL+ ۲P

م باشند. مدل پارامترهای تعداد P و درستنمایی تابع L آن در که

کاربردی مثال ۴

کند م ایفا سلامت در را مهم بسیار نقش که بدن اجزای شدن بزرگ از است عبارت رشد
تغذیە ی وض و رشد شاخص های از م شود.استفاده محسوب جامعه سلامت مهم ارکان از و
است واقعیت این پایه بر منطقه ی بهداشت سط سنجش برای معیاری عنوان به کودکان
که است مطلوبی محیط شرایط از انحراف معن به کودکان بیشتر برای ضعیف رشد که
پایش برای مطالعات اکثر .در کند فراهم ل ش بهترین به کودکان در را نمو و رشد زمینه باید
وزن بویژه و دورسر و قد وزن، نظیر تن سنج شاخص های از کودکان سلامت و فیزی رشد
موق به کشف موجب دورسرکودکان و وزن قد، منظم پایش م شود. استفاده مرتب کردن

موثر عامل مهم ترین م شود. درمان و یری پیش اقدام های هنگام زود آغاز و رشد اختلالات
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ف. ، برازجان ک.، ، انگال احمدی م.ر.، آخوند، م.ص.، ۱۰۲لؤلؤ،

آل ایده ش بدون شیرمادر زندگ اول مراحل در . است تغذیه کودک، جسمان رشد روند بر
ایمن نظر از مزایایی دارای کودک، مغذی مواد کلیه کردن فراهم بر علاوه که است غذا ترین
بررس آنان رشد بر را نوزادان تغذیه اثر که مطالعات اکثر در . م باشد نیز روان سلامت و

رتبه جنس، همانند فاکتورهایی تر، دقیق بررس و خود پیشنهادی مدل تعدیل جهت کردە اند
به نیز را خانواده فرهنگ و اقتصادی وضعیت مادر، سلامت شاخص های خانوار، بعد تولد،
ط که بوشهر شهرستان روستاهای شده متولد نوزاد ۱۹۵ کل مطالعه این در گرفتە اند. کار

۲۵۰۰ از بیش تولد وزن مطالعه به ورود معیار با بودند کرده مراجعه بهداشت مرکز به ۹۴ سال
مطالعه طول در کامل مراجعه و مادرزادی عارضه بدون و هفته ۴۲ تا ۳۷ بین جنین سن گرم،
هفت ، ماه شش ، چهارماه ، ماه دو تولد، (بدو مرتبه ۶ مدت این در شدند، بررس
گرفتند. قرار مطالعه مورد کودک ۱۲۰ مجموع در که داشتند مراجعه ( ماه نه ، ماه
با کودک متر) سانت (به دورسر و کیلوگرم) (به وزن متر)، سانت (به قد مراجعه بار هر در
کودک سن شد. گیری اندازه بهداشت مرکز در نوزادان مخصوص ترازوهای و متر از استفاده
گروه سه به تغذیه نوع اساس بر شیرخوران گردید. ثبت روز دقت با مرکز به مراجعه زمان در
بهداشت سازمان تعریف اساس بر که انحصاری خواران مادر شیر اول گروه م شوند. تقسیم
زندگ ماه شش اولین در ویتامین قطره و مادر شیر از تنها که است کودک (WHO) جهان

و مادر شیر هردو از که گروه و خوار خش شیر شامل ر دی گروه دو باشد. کرده استفاده
م کردند. تغذیه خش شیر

متر، سانت به نوزاد قد کیلوگرم، به نوزاد وزن شامل مطالعه این در وابسته متغیرهای بنابراین
به پدر سن سال، به مادر سن شامل مستقل متغیرهای م باشد. متر سانت به نوزاد دورسر
نوزاد جنسیت پدر، (BMI) بدن تودە ی شاخص مادر، (BMI) بدن تودە ی شاخص سال،
،( شیرخش و شیرمادر یا خش شیر یا مادر (شیر نوزاد تغذیه شیر نوع دختر)، یا (پسر
هزار ۸۰۰ ماهیانه، درآمد (برحسب اقتصادی وضعیت سزارین)، یا (طبیع زایمان وضعیت
میلیون ۱ یا تومان هزار ۴۰۰ میلیون ۱ تا هزار ۱۰۰ و میلیون ۱ یا تومان هزار ۱۰۰ و ۱میلیون تا

حامل زمان مدت روز، شبانه در شیرده دفعات تعداد آن)، از بیش و تومان هزار ۴۰۰ و
سهم، (تعداد هفته در مادر توسط غلات و نان گروه مصرف میانگین تولد، رتبه هفته)، (به
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مصرف ن میانی سهم)، (تعداد هفته در مادر توسط لبنیات و شیر گروه مصرف میانگین
میانگین سهم)، (تعداد هفته در مادر توسط مغزها و مرغ تخم حبوبات، گوشت، گروه
سبزیجات گروه مصرف میانگین سهم)، (تعداد هفته در مادر توسط میوە ها گروه مصرف
در مادر توسط غذایی مواد متفرقه گروه مصرف سهم)،میانگین (تعداد هفته در مادر توسط
قد وزن، متغیرهای دوی به دو اسپیرمن همبستگ میزان ،۱ جدول است. سهم) (تعداد هفته
مقادیر به توجه با م دهد. نشان آن ها همبستگ آزمون احتمال مقدار همراه به را دورسر و
با و است دار معن ۰٫۰۰۱ سط در متغیرهای دو به دو همبستگ گفت م توان احتمال

است. مستقیم و قوی متغیرهای بین خط ارتباط همبستگ مقادیر به توجه

وابسته متغیرهای دو به دو اسپیرمن آزمون احتمال مقدار و همبستگ ضریب :۱ جدول

قد⁃دورسر وزن⁃دورسر وزن⁃قد

۰٫۹۱۱ ۰٫۹۱۸ ۰٫۹۲۲ بستگ هم ضریب

<۰٫۰۰۰۱ <۰٫۰۰۰۱ <۰٫۰۰۰۱  P⁃مقدار

حاشیە ها برای مناسب توزیع انتخاب

برای ( P = ۰/۱ داری، معن سط (در وزن برای نرمال توزیع انتخاب ،۲ جدول به توجه با
نیست. مناسب دورسر و قد برای ول است مناسب وزن اندازە گیری زمان ۶

از است. شده استفاده Easyfit افزار نرم از متغیر دو این برای مناسب توزیع یافتن جهت
مختلف زمان های در را متغیر هر شدە اند اندازە گیری زمان طول در مشاهدات که آنجایی
زمان های اکثر در که است شده انتخاب حاشیە ای متغیر برای توزیع نهایت در و کرده بررس
برای مناسب توزیع عنوان به لجستی توزیع داشتە اند. مشاهدات به بهتری برازش ، بررس
کلموگروف  آزمون احتمال مقدار ، ۳ جدول است. شده انتخاب دورسر و قد متغیرهای دو هر
مقادیر مقایسه با که م دهد نشان متغیر دو این به لجستی توزیع برازش برای را اسمیرنوف
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ف. ، برازجان ک.، ، انگال احمدی م.ر.، آخوند، م.ص.، ۱۰۴لؤلؤ،

وابسته متغیرهای بودن نرمال فرض برای اسمیرونف کلموگروف آزمون احتمال مقدار :۲ جدول

دورسر قد وزن

< ۰٫۰۰۰۱ < ۰٫۰۰۰۱ ۰٫۲۰ تولد بدو
< ۰٫۰۰۰۱ < ۰٫۰۰۰۱ ۰٫۱۹ ۲ماه

< ۰٫۰۰۰۱ < ۰٫۰۰۰۱ ۰٫۲۰ ۴ماه

< ۰٫۰۰۰۱ ۰٫۰۰۷ ۰٫۱۰ ۶ماه

< ۰٫۰۰۰۱ ۰٫۰۸۳ ۰٫۲۰ ۷ماه

< ۰٫۰۰۰۱ ۰٫۰۰۵ ۰٫۲۰ ۹ماه

برازش نرمال توزیع به نسبت لجستی توزیع گفت م توان ۳ جدول با ۲ جدول احتمال
است. داشته مناسب تری

دورسر و قد متغیرهای به لجستی توزیع برازش برای اسمیرونف کلموگروف آزمون احتمال مقدار :۳ جدول

دورسر قد

۰٫۰۸ ۰٫۰۹ تولد بدو
۰٫۰۷ ۰٫۱۰ ۲ماه

۰٫۰۶ ۰٫۰۸ ۴ماه

۰٫۱۳۳ ۰٫۱۲ ۶ماه

۰٫۱۶ ۰٫۲۰ ۷ماه

۰٫۱۱ ۰٫۱۳ ۹ماه

طول متغیره دو مدل های برازش برای مفصل تابع بهترین انتخاب

حاصلضرب و FGM کلایتون، فرانک، نرمال، مفصل توابع از استفاده با متغیره دو مدل های
اطلاع معیار مقدار که شد داده برازش دو به دو صورت به دورسر و وزن قد، متغیرهای برای
نشان شاخص این کمتر مقدار است. آمده ۴ جدول در مدل ها این تمام (AIC) کائی آ
متغیره دو مدل های برازش برای فرانک مفصل تابع بنابراین است. مدل بهتر برازش دهنده
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مختلف مفصل توابع با متغیره دو مدل های برای (AIC) کائی آ معیار :۴ جدول

قد⁃دورسر وزن⁃دورسر قد⁃وزن مفصل تابع

۴۹۳۰٫۷ ۳۴۵۶٫۱ ۴۲۵۰٫۷ فرانک
۴۹۴۲٫۶ ۳۴۹۲٫۹ ۴۲۵۴٫۲ نرمال

۴۹۶۳٫۷ ۳۵۳۱٫۲ ۴۳۲۰٫۷ کلایتون
۵۰۲۶٫۰ ۳۵۹۸٫۸ ۴۳۸۹٫۱ FGM

۵۱۹۲٫۰ ۳۸۰۰٫۰ ۴۵۷۷٫۹ حاصلضرب

بیشترین ،۴ جدول به توجه با همچنین است. بوده مناسب تر مفصل توابع سایر به نسبت طول
است. متغیره دو مدل سه هر برای و حاصلضرب مفصل تابع برای کائی آ شاخص مقدار
سازی مدل از تر مناسب متغیرها میان وابستگ گرفتن نظر در با سازی مدل گفت م توان لذا

است. بوده استقلال فرض براساس

مفصل های با مدل ها م توان واین روش از استفاده با شد بیان سوم بخش در که همانطور
استفاده با تحقیق این در ساخت. را متغیره چند مدل های و داد پیوند هم به را متغیره دو
مورد نوزاد رشد طول دادە های برازش برای واین روش به را متغیره سه مدل (۱۵) رابطه از
متغیره دو مدل های برای مفصل بهترین ۴ جدول طبق که جایی آن از گرفت. قرار استفاده
صورت به م توان را واین روش کم به متغیره سه مدل بنابراین است. بوده فرانک مفصل

داد. نشان ۱ ل ش

فرانک مفصل از استفاده با متغیره سه واین مدل :۱ ل ش

همبستگ ،۱ جدول طبق که است شده انتخاب وزن جهت آن از میان متغیر ۱ ل ش در
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ف. ، برازجان ک.، ، انگال احمدی م.ر.، آخوند، م.ص.، ۱۰۶لؤلؤ،

برآورد θ اینجا در که است گانه دو همبستگ های سایر از بیشتر ر دی متغیر دو با وزن بین
به هم متغیره سه مدل برازش است. متغیره دو مدل های برای فرانک مفصل وابستگ پارمتر
روش کائی آ معیار مقدار شد، انجام متغیره سه نرمال مفصل تابع روش به هم و واین روش
است. شده برآورد ۶۰۰۸٫۹ نرمال مفصل تابع از حاصل متغیره سه مدل برای و ۶۰۸۲٫۸ واین
در است. مناسب تر مدل ها برازش برای نرمال متغیره سه مفصل تابع از حاصل مدل بنابراین

م شود. ارایه روش دو هر از استفاده با پارمترها برآورد ادامه

پارامترها برآورد

وارد مستقل متغیرهای همه اول مرحله در گرفت. انجام مرحله سه در مدل پارامتر های برآورد
داشته نگه مدل در بود ۰٫۰۵ از کمتر آن ها احتمال مقادیر که متغیرهایی و شده متغیره سه مدل
جنسیت متغیرهای وزن، برای بنابراین شدند. حذف مدل از معن دار غیر متغیرهای سایر و شد
متغیرهای قد، برای ،(P = ۰٫۰۳۱) روز شبانه در شیرده دفعات تعداد و (P = ۰٫۰۲۶)
گروه مصرف ،(P < ۰٫۰۰۱) پدر سن ،(P < ۰٫۰۰۱) مادر سن ،(P < ۰٫۰۰۱) جنسیت
،(P = ۰٫۰۳۴) خانواده اقتصادی وضعیت و (P = ۰٫۰۲) مادر توسط موادغذایی سوم
پدر سن ، (P = ۰٫۰۰۳) مادر سن ،(P < ۰٫۰۰۰۱) جنسیت متغیرهای دورسر، برای
دفعات تعداد و (P = ۰٫۰۳۵) مادر توسط موادغذایی اول گروه مصرف ،(P = ۰٫۰۰۲)

سط (در متغیرها سایر و ماندند مدل در مرحله این در (P = ۰٫۰۰۲) مادر توسط شیرده
شدند. حذف مدل از و نبوده موثر کودک رشد شاخص های روی (۰٫۰۵ معن داری

متغیرهای بین که گفت م توان ها باقیمانده مقابل در شده بین پیش مقادیر نمودار رسم با
بنابراین باشد. داشته وجود م تواند نیز دوم درجه رابطه ی وابسته متغیرهای و مستقل
آن و شده مدل وارد نیز دوم توان صورت به کم مستقل متغیرهای کلیه دوم، مرحله در
در که شدند اضافه مدل به بودند دار معن مدل در آن ها دوم توان که متغیرهایی از دسته
دورسر متغیر برای مادر توسط غذایی مواد اول گروه مصرف متغیرهای دوم توان مرحله این
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به (P = ۰٫۰۰۵) مادر توسط غذایی مواد سوم گروه مصرف دوم توان و (P = ۰٫۰۰۶)
شدند. اضافه مدل

که شد برازش دوم و اول مرحله دار معن مستقل متغیرهای با متغیره سه مدل سوم، مرحله در
است. آمده ۵ جدول در آن نتایج

واین و متغیره سه مفصل روش دو هر برای نهایی مدل پارمتر برآورد :۵ جدول

واین روش به مدل نرمال متغیره سه مفصل با مدل مستقل متغیرهای

احتمال مقدار انحراف

استاندارد

برآورد احتمال مقدار انحراف

استاندارد

برآورد

۰٫۰۰۶ ۰٫۴۱۵ ۰٫۷۷۱ <۰٫۰۰۰۱ ۰٫۴۵۲ ۰٫۸۲۷ مبدا از عرض

۰٫۰۳۲ ۰٫۱۱۵ ۰٫۲۵۰ ۰٫۰۲۸ ۰٫۱۱۷ ۰٫۲۶۰ پسر جنسیت وزن

دختر
۰٫۰۰۴ ۰٫۰۰۷ ۰٫۰۲۱ ۰٫۰۲۱ ۰٫۰۰۸ ۰٫۰۱۸ شیرده دفعات تعداد

<۰٫۰۰۰۱ ۴٫۰۵۴ ۳۶٫۲۵۱ <۰٫۰۰۰۱ ۴٫۰۰۳ ۳۵٫۸۳۰ مبدا از عرض قد

۰٫۰۱۵ ۱٫۸۴۳ −۴٫۵۵۶ ۰/۰۴۱ ۱٫۸۱۷ −۳٫۵۵۴ سوم گروه مصرف

توسط غذایی مواد

مادر
۰٫۰۲۰ ۰٫۲۸۹ ۰٫۶۸۱ ۰٫۰۲۱ ۰٫۲۸۵ ۰٫۵۳۲ دوم توان

۰٫۰۰۱ ۰٫۰۲۱ −۰٫۰۷۳ ۰٫۰۰۱ ۰٫۰۲۱ −۰٫۰۷۱ مادر  سن

۰٫۰۰۰ ۰٫۰۲۲ ۰٫۰۸۵ <۰٫۰۰۰۱ ۰٫۰۲۲ ۰٫۰۹۶ پدر سن

<۰٫۰۰۱ ۰٫۲۳۶ ۱٫۳۲۳ <۰٫۰۰۰۱ ۰٫۲۴۶ ۱٫۳۹۸ پسر جنسیت
دختر

۰٫۰۰۵ ۰٫۳۰۷ −۰٫۸۸۳ ۰٫۰۰۳ ۰٫۳۰۱ −۰٫۹۱۲ ۸۰۰۰۰۰> (تومان) ماهیانه درآمد

۰٫۵۴۸ ۰٫۳۵۹ −۰٫۲۱۶ ۰٫۸۵۹ ۰٫۳۴۱ −۰٫۰۶۱ ۸۰۰۰۰۰ − ۱۱۰۰۰۰۰

۰/۰۱۵ ۰٫۴۱۷ −۱٫۰۳۲ ۰٫۰۰۶ ۰٫۴۱۶ −۱٫۱۷۷ ۱۱۰۰۰۰۰ − ۱۴۰۰۰۰۰

۱۴۰۰۰۰۰<

<۰/۰۰۰۱ ۱٫۹۴۸ ۲۹٫۳۶۴ <۰٫۰۰۰۱ ۱٫۸۷۳ ۳۱٫۴۴۴ مبدا از عرض سر دور
۰٫۰۰۱ ۰۹۷۹. −۳٫۴۳۱ ۰٫۰۰۳ ۱٫۰۰۸ −۳٫۰۵۵ اول گروه مصرف

توسط غذایی مواد

مادر
۰٫۰۰۱ ۵۵۹٫۰ ۰٫۵۳۳ ۰٫۰۰۳ ۰٫۱۶۴ ۰٫۴۹۶ دوم توان

۰٫۰۱۵ ۰٫۰۰۹ −۰٫۰۲۳ ۰٫۰۲۹ ۰٫۰۱۰ −۰٫۰۲۲ مادر  سن

۰٫۰۰۲ ۰٫۰۱۰ ۰٫۰۳۱ ۰٫۰۰۶ ۰٫۰۱۱ ۰٫۰۳۰ پدر سن

<۰٫۰۰۱ ۱۴۷٫۰ ۰٫۸۹۰ <۰٫۰۰۱ ۰٫۱۵۱ ۰٫۹۵۹ پسر جنسیت
دختر

۰٫۰۰۱ ۰٫۰۱۳ ۰٫۰۴۳ ۰٫۰۰۶ ۰٫۰۱۲ ۰٫۰۳۴ شیرده دفعات تعداد

معیار از واین روش به نسبت نرمال مفصل تابع از حاصل متغیره سه مدل اینکه به توجه با
م شود. مطرح مدل این براساس نتایج تفسیر بود برخوردار کمتری کائی آ
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ف. ، برازجان ک.، ، انگال احمدی م.ر.، آخوند، م.ص.، ۱۰۸لؤلؤ،

قد ،(P = ۰٫۶۴۵) وزن رشد شاخص های بر خش شیر به نسبت مادر شیر با تغذیه نوع
و مادر شیر با تغذیه نوع همچنین نداشت. تاثیری (P = ۰٫۱۹۵) سر دور و (P = ۰٫۳۹۲)
قد ،(P = ۰٫۴۷۴) وزن شاخص های رشد بر تنهایی، به خش شیر به نسبت خش شیر
نهایی مدل از خاطر همین به نداد. نشان تاثیری (P = ۰٫۲۵۳) سر دور و (P = ۰٫۴۶۲)

شدند. حذف

به .(P = ۰٫۰۲۸) است دختران از بهتر پسران وزن رشد گفت م توان ،۵ جدول به توجه با
داشتن نگه ثابت فرض با مادران توسط شیرده دفعات تعداد در افزایش واحد ی ازای

.(P = ۰٫۰۲۱) م شود بهتر کیلوگرم ۰٫۰۱۸ نوزاد وزن رشد متغیرها سایر

سن سال ی افزایش ازای به .(P < ۰٫۰۰۰۱) است دختران از بهتر پسران قدی رشدی
و (P = ۰٫۰۰۱) م شود کمتر ۰٫۰۷۱ میزان به نوزادان قدی رشد بارداری شروع در مادران
م شود بهتر نوزادان قدی رشد متر سانت ۰٫۰۹۶ پدران سن افزایش در واحد ی ازای به
۴۰۰ میلیون ی مقدار این از کمتر درآمد با خانورهای در که نوزادان .(P < ۰٫۰۰۰۱)
و میلیون ی از بیش درآمد با خانورهای از نوزادان به نسبت کنند م زندگ تومان هزار
تومان ۸۰۰۰۰۰ از کمتر (برای دارند کمتری قدی رشد نسبت ماه در تومان هزار چهارصد
.(P = ۰٫۰۰۶) ماه در تومان ۱۴۰۰۰۰۰ تا ۱۱۰۰۰۰۰ بین برای و (P = ۰٫۰۰۳) درماه

پن روزی مغزها و مرغ تخم حبوبات، گوشت، از سهم چهار مصرف جای به مادری اگر
داشت خواهد بهتری قدی رشد متر سانت ۱٫۲۳۴ میانگین طور به او نوزاد کند مصرف سهم

.(P = ۰٫۰۲۱) متغیر این دوم درجه و (P = ۰٫۰۴۱)

سن سال ی افزایش ازای به .(P < ۰٫۰۰۰۱) است دختران از بهتر پسران دورسر رشد
(P = ۰٫۰۲۹) م شود کمتر ۰٫۰۲۲ میزان به نوزادان قدی رشد بارداری شروع در مادران
م شود بهتر نوزادان قدی رشد متر سانت ۰٫۰۳ پدران سن افزایش در واحد ی ازای به و
فرض با مادران توسط شیرده دفعات تعداد در افزایش واحد هر ازای به .(P = ۰٫۰۰۶)
.(P = ۰٫۰۰۶) م شود بهتر متر سانت ۰٫۰۳۴ نوزاد دورسر رشد متغیرها سایر داشتن نگه ثابت
او نوزاد کند مصرف سهم پن روزی غلات و نان از سهم چهار مصرف جای به مادری اگر
عبارت برای (P = ۰٫۰۰۳) داشت خواهد بهتری قدی رشد متر سانت ۱٫۴ میانگین طور به
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است. آمده بدست (P = ۰٫۰۰۳) متغیر این دوم درجه ضریب برای و خط
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